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Srategietrainer und mathematisch orientiertes Programm zum Analysieren,
Bearbeiten und Erfinden von Sudoku-Rétseln und neuen Varianten.

Hartmut Rehlich, Friedrich-Schiller-Universitat Jena

7

&
=]

62

5 1 3

(= <)
-
©
~
©
-y =
N
©
NN

7
2
4 [ 6 3 789
12312 1231 2 12 1 3
5 6[4]5 6[4]5 6J4]5 [4]5 6
el O LB L 8.0 L8 O T 8.0 T 8.0
@ 2 |2 1
12 12 12 |1 3 1 3|2 3
56[4]56[4]56] 5 56 6fa]5 56
oAgsoAsol 89 89 s89ohsg 89
A 4
©06 2
Ratefelder:

stufenlos verstellbare Helligkeit

frele Farbmarkierung

individuell auszublenden

programmierte Mustersuche

Nwh—\j

@HE
e

Systemvor aussetzungen und I nstallation:

Windows 95, 98 oder XP. Das Programm belegt nur sehr wenig Speicherplatz (weniger als 1 MB). Installati-
on: setup.exe.

Das Programm kann aber auch ohne Installation direkt vom Datentréger durch einen Doppelklick auf Su-
Maexe gestartet werden. In diesem Fall miussen eventuell die Dateien TABCTL32.0CX und
COMDLG32.0CX vorher in den Ordner C:/WINDOWS/SY STEM kopiert werden (das sind Steuerelemente
flr Windows-Programme). Weitere Informationen findet man im Anhang.

von der Grundschule bis zur Universitét
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Vorwort

Es wird berichtet, dal3 Leonhard Euler (1707-1783) der ab 1766 in St. Petersburg arbeitete,
von der Zarin Katharina der Grof3en, folgende Aufgabe gestellt wurde:

Aus 6 Regimentern werden 6 Offiziere mit unterschiedlichem Rang gewahlt. Ist es méglich, diese
36 Offiziere in eéinem 6~ 6-Karree so aufzustellen, dal3 in jeder Reihe bzw. in jeder Spalte jeder
Rang genau einmal vorkommt und je ein Offizier aus jedem Regiment?

% @ Das Bild links zeigt eine Losung der Aufgabe fiir vier Regimen-
ter (Farben).

E Achtet man nur auf die Range (=Anzahl der Sterne) oder nur auf

@ \ die Farben (die man auch einfach durch Zahlen von 1 bis 4 wie-

dergeben kann), so erkennt man, daR die Uberlagerung zweier

%} - Mini-Sudokus dieses Problem 16st (sie leistet sogar mehr: auch

in jedem Unterquadrat kommt sowohl jedes Regiment, als auch

N % jeder Rang vor.

h2 3 34 21 1[4 |3 |2 2| 3] 4| 1
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Die Beschaftigung mit ,, magischen* Zahlenmustern gehort nicht erst seit Euler zur ,, ernsthaf-
ten Mathematik* und hat inzwischen zu einer Fille interessanter Sétze und Verfahren gefihrt,
die man z. B. in Kombinatorikbtichern nachlesen kann. Euler beschéftigte sich seinerzeit u. a.
mit ,, lateinischen Quadraten®, die - ebenso wie Sudokus - in jeder Zeile und jeder Spalte —
aber nicht in jedem Unterquadrat — jede Zahl von 1 bis n genau einmal enthalten.

Sudoku-Zahlenrétsel sind offensichtlich fur sehr viele Menschen so reizvoll, dai3 sie sich
stundenlang freiwillig mit typischen Denklbungen kreativer Mathematiker wie Euler
befassen (auch wenn sie dabei in der Regel natirlich nicht die Entwicklung neuer Theorien
im Sinn haben): Zahlen werden spielerisch ,,jongliert”, in konkreten Beispielen wird nach
Mustern gesucht, Hypothesen werden aufgestellt und Gberprift, es wird ,vorwarts und
rickwarts gedacht®, mathematisch argumentiert, etc. Diese Motivationsquelle kann fir
einen problemorientierten Unterricht im Sinne POLYAS genutzt werden. Auf den folgenden
Seiten werden einige Anregungen und Aufgaben vorgestellt, die die mathematische
Beschéftigung in ganz verschiedene Richtungen fihren kénnen (man kann sagen: ,,von der
Grundschule bis zur Universitéat”). Neben den naheliegenden kombinatorischen Fragen zu
L 6sungsstrategien findet man auch Zahlentheoretisches und Algebraisches .

Das Computerprogramm bietet — neben seinem Spielcharakter — vielseitige Werkzeuge zur
mathematikorientierten Betrachtung unterschiedlicher Strukturen beim Sudoku und regt
sel bsténdige experimentelle Zugange zu wichtigen mathematischen Themenfeldern an.

Dazu ein weiteres Beispiel: + 1 4 3
Das ausgefullte Mini-Sudoku erzeugt man einfach dadurch, daf? man

die ,,Randzahlen” addiert. Ergebnisse Uber 4 werden um 4 reduziert 1
(aus 6 wird beispielsweise 2). Dieses Sudoku-Quadrat ist also eine
Additionstafel (bzw. , Gruppentafel der Divisionsreste modulo
4*). Man kann sich fragen, ob — eventuell nach einer geeigneten 9 R A P
Permutation — jedes (oder wie viele) Sudokus (auch im 9x9-Format) ...

60
3

70

2
3
=
4
#

W= N




SuMa

1. Kurzvorschau: Einige interessante Fragen zu Sudoku und
Bemerkungen zum Computer programm

1.1 Sudoku-Ratsd

Welche Strategien fuhren schnell zu einer
LGsung?

Kommt man ohne Probieren aus?

Ist eine selbst entworfene Vorgabe ein-
deutig |6sbar (die rechts abgebildete ist es)
und wie hoch ist der Schwierigkeitsgrad
(bzw. wie kann man diesen Uberhaupt
vernunftig ,, definieren”)?

Welche und wie viele der Vorgaben kann
man noch weglassen?

Wie kann man Rétsel so verdndern, dal3
sie im Schwierigkeitsgrad gleich bleiben,
aber ganz anders aussehen?

Antworten auf diese und viele weitere Fragen kdnnen mit Hilfe dieses Programms gefunden

werden. Dartber hinaus kdnnen weitere mathemati sche Strukturen erforscht werden.

1.2 Mini-Sudoku

Interessant sind auch Mini-Sudokus. In jedem Unter-
guadrat, jeder Zeile und jeder Spalte sollen alle Zahlen

von 1 bis 4 genau einmal vorkommen.

Wie viele Vorgabemuster gibt es? (Z. B. ist das rechts
abgebildete Rétsel ein echtes Mini-Sudoku, denn es hat

genau eine Losung).

Wie viele Zahlen mufl3 man héchstens vorgeben, wie

viele mindestens?

Wie viele verschiedene ganz ausgefillte Felder gibt es
Uberhaupt (diese bilden die Grundlage fur Sudoku-

Rétsel).

3

Beim Mini-Sudoku konnen diese und weitere Fragen durch , elementar-kombinatorisches
Denken und Experimentieren mit dem Computerprogramm® bearbeitet werden. Die dabel

erfundenen Vorgehensweisen helfen bel der Analyse des 9x9-Sudokus.
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1.3 Doppel-Sudoku

Diese Variante enthadlt weitere neue Strukturen. Da ,,6" keine Quadratzahl ist, 18f3% sich ein
6x6-Quadrat nicht in Unterquadrate mit 6 Feldern aufteilen. Um hier etwas Entsprechendes zu
schaffen, mul3 man 2x3-Unterrechtecke einzeichnen.

Die Bilder zeigen die beiden moglichen Aufteilungen

5 1 2
6 3|5 1

Hier sollen also in jeder Zelle, Spalte und in jedem Un-
terrechteck die Zahlen von 1 bis 6 jeweils genau einmal
vorkommen. Beide Rétsel sind I6sbar (und haben wie
echte Sudokus auch nur jeweils genau eine Lésung).

Wenn man die beiden Raster Ubereinanderlegt, erhdt man ein ,, Doppel-Sudoku®
(auch dieses Beispiel ist eindeutig |6sbar):

Beim Doppel-Sudoku sollen wieder in den Zeilen und Spalten und gleichzeitig in den roten
und blauen Unterrechtecken alle Zahlen von 1 bis 6 genau einmal vorkommen.

Man kann mit Hilfe des Programms auch solche Doppel-Sudokus frei gestalten, ausdrucken
und bearbeiten.
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1.4 Zur , Geschichte® des Computer programms

Das Computerprogramm wurde zur Forderung der Kresativitét von mathematisch interessier-
ten Schilern und Studenten entwickelt. Es bietet die Moglichkelt, , experimental-
mathematisch” und geleitet von den eigenen Interessen und Vorlieben, mathematische Struk-
turen bei Sudoku zu erforschen. Vorkenntnisse sind nicht erforderlich. Der gesunde Men-
schenverstand reicht zur Bearbeitung vieler mit dem Rétsel verbundener Fragen aus, aler-
dings gibt es daneben auch Probleme, die den Interessierten bis zu Fragen der Hochschulma-
thematik flhren.

Das Programm kann in der Schule sehr gut zum individualisierten problemlsenden Unter-
richt eingesetzt werden. In den einzelnen Kapiteln werden Fragen zur selbsténdigen Bearbei-
tung gegeben. Dabel finden mathematisch Interessierte u. a. auch einige z. T. anspruchsvolle
mathematische Fragen, die nach dem Wissen des Autors noch nicht bearbeitet wurden.

Der im Folgenden vorgestellte Ratseltyp reichert das Spiel um weitere mathematische Struk-
turen aus der Algebra, der Zahlentheorie und der Kombinatorik an.

1.5 Additionstafeln und Sudoku —ein neuer Ratseltyp

Das hier abgebildete Sudoku-Rétsel hat besondere mathematische Eigenschaften:

1 il 9

7/1]3
6 2| |7
149 6] |2
2 9
23) (9 (2)
9 |5
2(8) [(5) (1)
8| |4

Die Zahlen in den sechs durch Kreise markierten roten Feldern ergeben sich dadurch, dal3
man die Zahlen in der zugehérigen Reihe und Spalte einfach addiert.

Falls das Ergebnis grofder als 9 ist, wird 9 abgezogen. So ergibt sich z.B. die 8 durch 7+1=8
und die 5 durch 7+7 = 14 und 14-9=5.
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Man kann die Kopfzeile und —spalte so erganzen, dal3 sich alle Vorgaben und alle Zahlen
der LOsung so ergeben. Man sagt , das Feld ist eine Additionstafel (auch Gruppentafel) der
Restklassengruppe zur Division durch 9.

Wenn ein Sudoku gleichzeitig eine Additionstafel ist, hat man weitere und vor allem andere
M oglichkeiten, durch kombinatorische Uberlegungen zu einer Lésung zu kommen.

Dazu muf3 man nattrlich erst einmal dartiber nachdenken, wie man die Kopfzeile und —spalte
moglichst geschickt benutzt.

\ Weiterflihrende theoretische Fragen sind z.B.:

» Welchen Wert hat es zu wissen, ob ein Sudoku-Rétsel gleichzeitig eine Gruppentafel ist,
auch wenn gar keine Zahl in der Kopfspalte oder Kopfzeile vorgegeben ist?

» Wie konstruiert man Sudoku-Rétsel, die gleichzeitig Gruppentafeln sind?
» Wie viele solcher Rétsel gibt es?
» Kann jedes Sudoku-Rétsel so dargestellt werden?

Um ein Summen-Sudoku selbst zu erfinden, mufld man wissen, welche Moglichkeiten es fir
die Kopfzeile und —spalte tberhaupt gibt:

» Welche Dreierkombinationen in der Kopfzeile und Kopfspalte kénnen alle Zahlen von 1
bis 9 in den Feldern erzeugen (nur solche kommen tberhaupt zur Erzeugung der 9 Unter-
guadrate in Betracht)? Ein vollstandig ausgefulltes Sudoku-Quadrat muf3 aus 9 solchen Un-
terquadraten zusammengesetzt sein. Links ist eine Moglichkeit zu sehen. Die Folgen 1, 7,
4 und 3, 5, 1 kdnnen natirlich an verschiedenen Stellen in die Kopfzeile und Kopfspalte
eingetragen werden. Rechts daneben ist ein nicht funktionierendes Beispiel, denn die hier
gewahlten Eintrage fur die Kopfzeile erzeugen kein erlaubtes Unterquadrat.

1) 7] % 1] 6] |4

3 411|7 3 4

g
5] (6|39 5 6|2 0
7

] 285 il 2

Der letzte Abschnitt des Kapitels ,, Sudoku und Mathematik” beschaftigt sich mit diesem neu-
en Ratseltyp.
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2.  Sudoku und Mathematik

Je nach dem Schwierigkeitsgrad eines Ratsels mul man mehr oder minder tiefgehende Uber-
legungen anstellen, um zu einer L6sung zu finden (fur die Rétsel in den grofien Tageszeitun-
gen reichen fast immer die einfachsten Varianten der grundlegenden Strategien). In Spezia-
heften (z. B. in den PM-Sonderheften) findet man jedoch anspruchsvollere Rétsel.

Ein besonderer Reiz beim Sudoku liegt wohl darin, dal3 man das Spiel durch die Kenntnis
von Losungsstrategien nicht , kaputt macht”; es wird eher interessanter. Je mehr Auswahl
der Bearbeiter an Strategien hat, desto grofer wird ndmlich die Rolle der Kreativitat und
Intuition bei der passenden Auswahl eines Denkwerkzeugs.

Im folgenden Text wird —in Form von Aufgaben — an geeigneten Stellen auf gute Fragen zum
selbsténdigen Weiterdenken hingewiesen. Fur die Beschreibung von Situationsbeispielen
werden in der Regel ,, Screenshots’ des mitgelieferten Computerprogramms benutzt.

2.1 Lo6sungsstrategien

I) Grundlegende Strategien
Einsiedler, Zweisiedler und Zahlen mit nur einem Zuhause und V erallgemeinerungen

3|

2

Q) Wenn man in die freien Felder eines Sudoku-Rétsels

die Zahlen schreibt, die vom ersten Ansehen her

denkbar wéren (da sie nicht mit der Vorlage kollidie-

1 ren), kann es passieren, daf? in einem Feld nur eine

Zahl steht, sozusagen eine ,Einsiedlerzahl“. Dieser

Fall ist trivial, man kann im Beispiel links die Zahl 2
dann gleich dort eintragen.

AN

i@
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N
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Die 3 mulR in der zweiten Zeile stehen und sie kann
nur in diesem Feld stehen, denn sie hat ,nur en Zu-
hause’. Auch dieser Fall ist trivial.

1 3 2 Fur einfache Sudokus reicht es oft aus, mit diesen
4 beiden Strategien zu arbeiten.

2 3 1 Hat man eine Zahl gesetzt, so hat man weitere Infor-
mationen und die , Lawine rollt".

4 12 Das Bild zeigt die beiden eingetragenen Zahlen
3 (durch einen Klick auf die rechte Maustaste) und die
dann als Folge reduzierten Ratefelder (durch einen

4 Klick auf ,,unnétige Ratefelder ausblenden®).

W (W
N
-
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N

| —

NIA N A

W a2 (W
N
==
==
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Im Folgenden werden Verallgemeinerungen dieser beiden Strategien beschrieben. Bei dem 9x9-
Sudoku ist vor allem die Frage interessant, welche Sequenz der strategischen Operationen fir
ein spezielles Ratsel und im statistischen Mittel am schnellsten zur Ldsung fihrt. Man kann
auch untersuchen, ob es Uberhaupt jemals nétig ist, eine Zahl versuchsweise in ein Feld zu schrei-
ben, also letztlich mit , Backtracking” (gehe vorwarts, wenn moglich, gehe riickwarts wenn nétig)
Zu arbeiten (die beiden eben vorgestellten einfachen Strategien reichen noch nicht aus, um darauf
sicher verzichten zu kdnnen).
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Das Bild zeigt eine Start-Situation. Leider gibt es keine Einsiedlerzahlen. Nach Zahlen mit
nur einem Zuhause wurde nicht gesucht (es gibt welche). Die im mittleren Quadrat entdeckten
markierten Zahlen 3 und 8 haben gemeinsam nur zwei Felder, auf denen sie stehen kdnnen.

Man kann daher alle anderen Zahlen fir diese zwel Felder ausschlief3en.

2 2
1 45645 8 563 4 4 69
7 7 7 7
3 3 1 1 3
6 8 4 62 5 6 6
7 7 9 7
3 3 3 3
45 9 45 56 5 6J4 2 6
1_7 7 7 7 LD
23 23 3 2 |1 12
9 45 45 6455456 5 5
7 7 8 7 78 8
3 23 2 X3 2
45 45 1 x5 45 5 5
7 7 7N\9 87 78 8
2 2 12
6 8 5 5 5 3 4
‘ 7 7 9 9 7 72_3_
3 3 2 S | 23
45 1 45 56 74564 9 56
8
3 3 2 23
45 |45 6 1 45 9 8 45 5
7 7
1 1
2 45 (45 3 4568 4 456 7
9

Das mittlere Quadrat des Spielfelds wurde mit der Strategie ,,nur zwel Zuhause” durchgemu-
stert. Diese Durchmusterung vorzunehmen ist die Entscheidung des Bearbeiters. Das Pro-

gramm hat nur den langweiligen Teil der Arbeit erledigt.

ALAALL AL
RO

8 Zahlen
streichen!

UE (T el

QIQII—

Einsiedler, Zweisiedler ... 2 514

nur ein (zwei...) Zuhause BT ql 4]

1

Suchbereich wéhlen

a

Diese Strategie ist eine Verallgemeinerung der Strategie ,, suche Zahlen mit nur einem Zuhau-

Strategie wahlen

se”. Ebenso kann man die erste Strategie verallgemeinern.

1C
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Die Strategiegruppe Einsiedler, Zweisiedler ... sucht in einem Teilfeld (also einer Spalte,
Zeile oder einem Unterquadrat) nach einer Teilmenge von k Eeldern, fir deren Belegung
insgesamt nur k Zahlen in Frage kommen (d. h. alle anderen Belegungen wirden im Wider-
spruch zu schon eingetragenen Zahlen im Sudoku stehen).

Dain alle Felder Eintrége gemacht werden muissen, sind diese Zahlen dann an diese Felder
gebunden und kénnen an allen anderen Stellen im Teilfeld ausgeschlossen werden.

. i =H I}

Das Beispiel zeigt einen ,Dreisiedler” auf den gelb markierten Feldern. Die Zahlen 5, 6
und 7 konnen fur alle anderen Felder ausgeschlossen werden. In diesem Beispiel erzeugt
dieser Streichvorgang einen Einsiedler (die 3). Diese Folge erzwingt dann letztlich die Be-
legung mit den grtin hinterlegten Zahlen und man ist ein ganzes Stlick weitergekommen.

Die Strategiegruppe ,nur ein (zwei...) Zuhause® sucht in einem Teilfeld nach einer
Teilmenge von k Zahlen, fir deren Ort insgesamt nur k Felder in Frage kommen (d.h. auf
alen anderen Feldern im Teilfeld wirde jede der Zahlen mit im Sudoku schon eingetrage-
nen Zahlen im Widerspruch stehen (ganzes Feld: vorangegangene Seite).

Da jede Zahl aber irgendwo stehen muf3, mussen diese Felder dann mit diesen Zahlen be-
legt werden und alle anderen Belegungen kénnen ausgeschl ossen werden.

2 2[3]1 2 3]1

56456456 56 456
7 (8] 7 7 7

2 2[3 2 3

5 45 45 5 45
7 9 [8]97 7 9 7

2 2 1 2 2 1

5 5 5 5 5 5
7 9 9 7 7 9 9 7

Das Beispiel zeigt zwel Zahlen mit nur 2 Zuhause. Alle anderen Zahlen auf diesen Feldern
konnen also ausgeschlossen werden. Die Zahlen werden in diesem Beispiel zu Zweisiedlern
in der mittleren Spalte (das bleibt in dem obigen Beispiel aber zunéchst folgenl os).

11
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Eine , Hintergrundbetrachtung“:
Die Strategiebeschreibungen weisen sprachliche Symmetrien auf. Eine graphische Darstel-

lung der moglichen Zuordnungen fur ein Unterquadrat bzw. eine Zeile oder Spalte zeigt an
einem fiktiven Beispiel, dal? die beiden Strategiegruppen zueinander ,,dual“ sind.

Felder mogliche Inhalte

$@ nur 2 Zuhause;
< 2 Zahlen auf nur

2 Feldern

Zweisiedler:
2 Felder mit nur L 8
2 Zahlen

Beide Strategien suchen — graphentheoretisch betrachtet — also nach gleichen Mustern von

Untergraphen. Die Auswertung eines Zweisiedlers erzeugt 2 Zahlen mit nur 2 Zuhause (in-

dem die markierten Kanten gestrichen werden) und die Auswertung von nur 2 Zuhause er-

zeugt umgekehrt einen Zweisiedler. Die vdllige Symmetrie der beiden Strategiegruppen

wird auch durch die folgenden zwei Feststellungen deutlich:

1. Sudoku ist ein Spiel, bei dem man fir 81 Felder notiert, welche Zahl man diesen jeweils
zuordnet.

2. Sudoku ist ein Spiel, bei dem man fir 81 Zahlen notiert, welches Feld man diesen jeweils
zuordnet.

Diese Symmetrie erlaubt es, zu vielen L ésungsstrategien duale Partner zu bilden.

Man kann folgendes beweisen (z.B. mit Hilfe der Dualitét):

Die Einsiedlerstrategie fur k Felder (i. F. mit E(k) bezeichnet) ist mit der nur-n-
Zuhause-Strategie (i. F. mit Z(n) bezeichnet) fir n=9-k Zahlen gleichwertig. Symbo-
lisch als Formel geschrieben gilt also: S(k) = Z(9-k).

12
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» Aufgabel

Man begrtinde die Gleichwertigkeit von S(k) mit Z(9-k).

Man kann sich fragen, ob diese beiden dualen Strategiegruppen ausreichen, um jedes Sudoku-
Rétsel — vielleicht hier und da etwas umstandlich — ohne systematisches Probieren aufzul 6sen.
Das ist leider nicht der Fall. Man kann das durch ein Gegenbeispiel belegen: Man sucht ein
Sudoku-Rétsel, fur das der Losungsverlauf bei ausschliefdlicher Verwendung der beiden Stra-
tegiegruppen stagniert. D.h., dald weder E(k) noch Z(k) fur beliebiges k auf beliebige Teil-
felder angewandt einen Erkenntniszuwachs bringen.

» Aufgabe2

Man konstruiere ein Sudoku-Rétsel in dessen Losungsverlauf eine Situation eintritt, in der
keine Verwendung der beiden Strategiegruppen mehr zu einem Erkenntniszuwachs fuhrt.

Es gibt weitere einfache (und auch komplizierte) Muster, die sich ausnutzen lassen, um fur

Felder Belegungen auszuschlief3en. Einige werden im Folgenden erlautert.

1) Weiterfihrende Strategien
Hute, Pfeifen, Gitter, Trapeze und Querschléger

a) Hute, Pfeifen und Ahnliches

Das nachfolgend abgebildete Muster bezieht zwei Teilfelder ein (bei den bisherigen Strate-

gien war esjewells nur eines) und zeigt ein sehr effektives Ausschlul3verfahren.

8 563
4 2

3
:5°[9

4 5

5 6

1

,_;fa

2

0

Im quadratischen Teilfeld stehen alle beiden 7en ausschliefdlich in demselben Dreierfeld. Da-
her mulR in diesem Dreierfeld eine 7 stehen und somit kénnen in dem Streifen keine weiteren

7en stehen. Man kann die rechteckig umrandeten also streichen.

13
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Derselbe Schiuld ist ebenso flr den umgekehrten Fall moglich, also bei Situationen in denen
eine Zahl nur in einem Dreierfeld eines Streifens steht. Das wird im Bild bei der Kelle und
dem Blockkreuz angedeutet. In der Pfeife wurde derselbe Schlufd wie fir den Hut markiert.

Blockkreuz

X * X | Kelle

X X

X * X Die hier abgebildeten Muster und ihre gedrehten Exemplare

sind dem obigen ,, Hutmuster” natirlich gleichwertig.
X [vg| X
X [g| X
X gl X
Pfeife
S X [ x| X|x [ X|x
» Aufgabe3

Fur wie viele Zahlen (1, 2 oder 3) bringt diese Strategie neue Erkenntnisse? Wie sehen die
Konstellationen mit 1, 2 oder 3 Zahlen jeweils aus?

Ein Beispid:

Das abgebildete Rétsel stammt aus einem Rétselband und wurde dort als so extrem schwierig
eingestuft, dal? es ohne Zusatzinformationen fast nicht |6sbar sei (die Zusatzinformationen
werden hier nicht wiedergegeben). Versucht man nur mit den einfachen Strategien ,, Einsied-
ler" und ,,nur ein Zuhause" das Rétsel zu |6sen, kommt man in der Tat nicht weit (oben rechts
ist zwar eine 5 mit nur einem Zuhause, aber die Auswertungsfolge stagniert schnell). Man
versuche es selbst einmal. Auf der folgenden Seite wird gezeigt, wie man mit dem ,, Pfeifen-
muster” jedoch sehr schnell einen Anfang findet, der dann auch geradlinig zur Ldsung fahrt.

7| 162

1 3
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Strategien I1]

Zunéchst wurden Ratefelder eingefiigt und die 4en hervorgehoben. Der gelibte Ratselltser

findet mit den Augen sofort Pfeife 1.
pretie 1 £\
1

3 1 31 3 1 3
a " [a s s 1 5|6 2
89 89 89 9 89 89
3 2 12 123 1 1
6 5 4 6 6
789789 89 89|789789 89
2 2 2 2
(4] 1 6] 56 56 56 3 5 [4]
789 % 7809 9 89 89|V (789 89
1 2 12 12 123] 2
8] ;.3 .[4]5
7 97 97 9 97 9]7 9
12 M2 12 12 2 1 12
§ 6 3 5 [4]5 K5
@ 7897 9 97 9789789 89
= 1 2 12 123142 123] 2 1 3123
[4]5 [4]5 5645 6445 6 6 6
7897897809]7 9 97 9]789789 89
2 56 6] 56 (4)5 6 1 56@%6
78978097 9 go| 894809
1 3 1 312 12 12 2 3 L
5 56 6] 565 6DK5 6{4) 56 7 uﬂg
89 89 89] 9 %89 289|F¥89 89||"
1 3 12 12 12 2 3|23 I
5 56 4 56 (56 |[56||5 56 6
789789 7 9 |89789||89 89|89
<4> Folge 3: . 4 16schen wg. Pfeife 1
nur 1 Zuhause,
setzen! Folge 2:

Folge 1:
nur 1 Zuhause,
I6schen wg. setzen!

Folge 1

Man kann daraufhin die erste 4 ausschlief3en. Dadurch entsteht eine 4 mit nur einem Zuhause
und man kann diese setzen und so an zwel Stellen eine 4 streichen. Damit hat die 4 zwischen
der roten 3 und der roten 1 nur noch ein Zuhause, man kann sie setzen und die beiden dariber
stehenden 4en streichen. Dann findet man Pfeife 2 und streicht die 4 Uber der 3 im mittleren
Unterquadrat. Dadurch hat die 4 im mittleren Unterquadrat nur noch ein Zuhause und man
kann sie setzen... Das Rétsel 16st sich mit &hnlichen Schritten dann schnell auf.

Die grof3e Zahl der moglichen Lagen fir diese Muster macht diese Strategie so méchtig. Be-
sonders gunstig ist auch, dal3 man diese Muster mit den Augen sofort finden kann.

» Aufgabe4
Wie viele Lagen fur Hite, Pfeifen etc. existieren in einem Sudokufeld?
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| Strategien I

b) Gitter

Hier geht es um eine weitere einfache und nitzliche Strategiegruppe, die ebenso wie , Ein-
siedler, Zweisiedler...” und ,nur en, zwei... Zuhause* Verallgemeinerungen derselben einfa-
chen Grundidee erlaubt.

Wir nehmen an, dal3 wahrend eines Bearbeitungsprozesses irgendwo eine Zeile (oder Spalte)

der folgenden Art zu finden ist:

3

4]

89

89

5|1 3
9
i

718:6 2189

Die 4 hat innerhalb dieser Zeile nur 2 Platze auf denen sie stehen kann (dafr kann es ganz
unterschiedliche Grinde geben). Das ist eine ,, Entweder-Oder-Situation”, die hier mit der
Abkurzung , Wipp€e"* bezeichnet wird. Auf genau einem der Pldtze mul dann eine 4 stehen.

b

2 X

4

<7 S

entweder so

oder so

Diese Situation allein erlaubt noch keine weiteren Schliisse. Das sieht aber sofort anders aus,
wenn man noch irgendwo im Feld eine , parallele Wippe" findet:

713
89

Die beteiligten Spalten sind durch die je 2
Plétze fr die 4 in den gefundenen Zeilen
»gesperrt* (dain jeder Zeile ja eine 4 stehen
muf3 und dafur nur die gefundenen zwel Pl&-
ze in Frage kommen).

Man kann aso fur alle Felder in den betrof-
fenen Spalten die 4 as Belegung ausschlie-
Ren.

J




Strategien I1]

Man kann auch diese Strategie verallgemeinern. Im fortgeschrittenen Stadium eines festsit-
zenden Ldsungsprozesses kann mit Hilfe dieser Strategien oft schnell und elegant eine Lo-
sung gefunden werden. Deshalb werden die Muster hier Uberblicksartig wiedergegeben. Die
Bilder b und c erinnern an Gitter (die Rolle der Zeilen und Spalten kann vertauscht werden).

Voraussetzung:

Die Zahl x kann in drei
Zeilen nur an denselben
drel Platzen stehen.

Der Einsiedler in akann ds ,,Keimzelle* dieser Strategiegruppe angesehen werden. Kann die
Zahl x in den skizzierten waagerechten Streifen nur an den markierten Stellen stehen, so kann
in den betroffenen senkrechten Streifen ebenfalls kein weiteres x stehen.

1
4 6
9

4(!;57|

Y
N &
© O

4 64 6

2

Wippe 1

g
(-]

Wippe 2

Auf der Suche nach einem 2x2-Gitter ist man vielleicht auf
die Struktur links gestol3en (und war zunéachst vielleicht et-
was enttduscht Uber die Lage der 7-Felder im oberen
Unterquadrat).

Es ist aber schnell klar, da3 die ,gemeinsame Mitglied-
schaft“ in einem Unterquadrat vollig gleichwertig mit der
gemeinsamen Mitgliedschaft in einem Streifen ist, auch die
beiden 7en oben bilden eine Wippe. So kann auch hier wie-
der die 7 in den betroffenen Spalten ausgeschlossen werden.

Ebenso wie im , Streifenfall“ kénnen auch hier verschiedene
Typen gefunden werden.

» Aufgabe5

Man fertige fur alle Gittertypen Prinzipbilder wie a, b und ¢ an und konstruiere Situationen
in denen diese Schluf3muster anwendbar sind.
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| Strategien I |

Man kann sich weitere Schlul3muster ausdenken. Diese sind um so ,wertvoller, jeleichter sie
»INS Auge springen“. Hier werden noch Konstellationen gezeigt, die in schwierigen Situatio-
nen den entscheidenden Anstol’ zur Aufldsung eines Rétsels liefern kdnnen.

c) Trapeze

Linksist ein Gitter aus zwei Wippen zu sehen (zur Abwechslung nun einmal mit senkrechten
Wippen). Fur alle angekreuzten Felder kann man die ,, Wippenzahl* ausschlief3en.

Rechts paldt es leider nicht so schén zusammen, denn die Wippen sind nicht parallel, die Eck-
punkte bilden ein rechtwinkliges Trapez. Wie kann man das auswerten?

3% W X3 W XX X X% > 3 . .3
i
NI 3
D . ........
X x| X (XX X
schon bekannt: Rechteck (Gitter) hier neu: Trapez

Ganz einfach: Da in der zweiten Zeile (von oben) nur einer der beiden markierten Platze
durch die Wippenzahl besetzt sein kann, muf also mindestens einer der beiden Plétze am
anderen Ende der Wippen durch die Wippenzahl belegt sein. Man kann dann jeweils die mar-
kierten PL&tze ausschliefen.

»genau einer” Fall 1 .genau einer* Fal 2 »Schnittmenge*
12 | W | i ..t
| .
x JEX|X | %|% X x X |.x X | X
X X X X
X x| £ X x|X XX X x ¥ X

Es bedeutet: ¢ = die Wippenzah! ist gesetzt, £ = die Wippenzahl ist nicht gesetzt.

Auf den im Bild ,, Schnittmenge* markierten Platzen kann die Wippenzahl daher nicht stehen.
Durch dieses Muster werden also vier Platze ausgeschlossen. Man kann auch hier wieder eine
Reihe von Fallen unterscheiden (z. B. durch Verschiebungen).

» Aufgabe6 r
Welche der beiden Anordnungen 1&13t einen dhnlichen I
Schluf3 zu und was kann man noch schlief3en?

* N e
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d) Querschlager

Bei der Durchforstung eines Unterquadrats nach Feldern in denen eine bestimmte Zahl stehen
konnte, geschieht es gelegentlich, dal? diese Felder vollstandig von genau einer Zeile und
genau einer Spalte liegen. Im Bild liegen in dem Quadrat Q alle Felder, in denen eine 7 ste-
hen koénnte, in der Zeile S1 und der Spalte S2. Nehmen wir weiterhin an, dal3in Sdie 7en eine
Wippe bilden. Dann kann im Feld F keine 7 stehen.

S

B o=
©o
] Y

N/

B Al

7 31 7 7|8(9; 8 9

Wippe: Die 7 mul auf
einem dieser Plétze ste- sz
hen.

N
Z

Der Grund ist sehr einfach:

Fdlsdie 7 im Streifen S unten stiinde, kénnte im Feld F natiirlich keine 7 mehr stehen, da
sonst zwei 7en im unteren waagerechten Streifen vorkamen.

Falsdie 7 im Streifen S oben stiinde (und mehr Moglichkeiten gibt es ja nicht), konnte in
S1 keine weitere 7 stehen (sie werden quasi rausgeschossen). Da nun aber in Q auch ir-
gendwo eine 7 stehen mul, ké&men nur noch Pldtze im Streifen S2 in Frage (der ,, Schuf3*
durch S1 erzeugt also einen ,,Querschléger” in S2). Damit kann aber auch in diesem Fall
im Feld F keine 7 mehr stehen.

Es ist auch hier wieder moglich, verschiedene geometrische Anordnungen zu unterscheiden,
in denen diese Schluf3weise funktioniert. Das sei auch hier dem Leser Gberlassen.

Man kann die beschriebenen Strategien einsetzen, um Sudokus zu |6sen. Die lastige und
ermidende Sucharbeit nach diesen Strukturen kann man sich mit Hilfe des Programms er-
leichtern und sich auf das Denken konzentrieren (also auf die Wahl der Strategie und auf
das Ziehen von Folgerungen).

Insbesondere kann man aber auch weitere logische SchluBmuster selbst erfinden. Hierzu ist
das Computerprogramm zum Hervorheben frei wahlbarer Zahlen in den kleinen Unterfel-
dern eine grof3e Unterstiitzung.
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[11) Farbungsmethoden

Neben den angesprochenen Mustern sind evtl. auch Methoden systematischen Probierens in-
teressant (vor alem dann, wenn man ein Rétsel findet, das den beschriebenen Strategien eben
doch widersteht). Man kann Probierverfahren oft (oder immer?) als spezielle Organisati-
onsformen des Backtracking ansehen.

Ein Beispidl:

Beim sogenannten ,,coloring” (den Begriff benutzen englische Sudoku-Fans) wird die Fol-
ge des moglichen Setzens — beispielsweise einer 5 — auf die weiteren 5en im Sudoku durch
Farben markiert (die in der Folge verbotenen Sen etwa blau, die in der Folge sicheren 5en
in gelb). So kann man Konsequenzen einer Auswahl bequem verfolgen und bei eventuell
auftretenden Widerspriichen auf die Fehlerhaftigkeit der Annahme zuriickschlief3en. Es ist
aber noch mehr maglich: Gibt es fir eine 5 in eéinem Unterfeld beispielsweise nur 2 mogli-
che Stellen und fuhrt die versuchsweise Entscheidung fir jede der beiden Stellen irgend-
wann im weiteren Verlauf zu einer 5 auf demselben Feld an anderer Stelle so steht dort si-
cher eine 5.

Aber dieses ist natirlich nichts anderes als gezieltes Backtracking und es ist der Erfin-
dungsgabe jedes RétsellGsers anheimgestellt, seine eigenen Ubersichtlichen Variationen und
Organisationsformen dieser agorithmischen Grundmethode zu entwickeln.

Zur Unterstiitzung werden verschiedene Farben

s 2] Wlsls]7] s ] e zur Markierung der Ratefelder angeboten.
In der Palette rechts wahlt man die Hintergrund-
A/ AL/ A|A[L|AA farbe der ausgewahlten Felder (etwa alle Zwei-
1] = siedler im Unterquadrat oben links oder ale 4en
= _| moEmo im gesamten Feld).
rm = mm
Bl < ololoc EFE In der Palette links wahit man die Farbe, die
- rm eine mit der linken Maustaste angeklickte Aus-
= mm wahlzahl annimmt.
= OF= o= O =5
= Ein Klick auf die kleinen um das Feld gruppier-
Einsiedler, Zweisiedler... ﬂ. 3 | 4| ten Lampen (und auch auf die im Feld), ruft
nur ein (zwei..) Zuhause auch die gerade aktive ,Einsiedler- und Zuhau-
1 2[s]4] 2 sestrategie” auf.

Zum Schlufd soll noch einmal an eine schwierige weitergehende mathematische Fragen (die
nach dem Wissen des Autors noch ungel 6st ist) erinnert werden:

» Ein ungel6stes mathematisches Problem:

Welches Set strategischer Operationen (die hier vorgestellten reichen nicht immer aus) ist
in dem Sinne vollstandig, dafl3 man jedes Sudoku allein mit diesen Werkzeugen |6sen kann
und welche Sequenz der strategischen Operationen fuhrt fir ein spezielles Rétsel und im
statistischen Mittel am schnellsten zur L 6ésung?
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2.2 Kombinieren und Zahlen — mathematische Ver gnigungen

Dieser Abschnitt ist einer Lieblingsbeschéftigung vieler Mathematiker gewidmet: dem Zah-
len. Diese Tétigkeit kdnnen zwar schon kleine Kinder ausfihren, es ist aber immer wieder
Uberraschend, dal3 man dabei auf Fragen stof3en kann, die bis heute unbeantwortet sind. Ein
Beispiel: Man kann die Zahl 10 auf viele verschiedene Weisen in Summanden zerlegen, etwa

1+9=10
2+3+5=10
1+1+1+1+1+41+3+1=10.

Auf wie viele verschiedene Arten geht das? Wenn man die Zerlegungen1+3+7und 3+ 1 +
7 und ale anderen Reihenfolgen als verschieden betrachtet ist das einfach:

Man denke sich 10 Apfel in eine Reihe gelegt. Man hat dann 9 Zwischenrdume. Nun stelle
man sich vor, man habe 9 Steinchen. Fir jeden Zwischenraum soll man entscheiden, ob man
ein Steinchen hineinlegt, oder nicht. Dafir gibt es offenbar 2° = 512 verschiedene Méglich-
keiten. Eineist hier abgebildet:

6.6 66 6.6 6606

1 + 3 + 1 + 9

Durch diese , Interpunktion® mit Steinen wird also eindeutig eine Zerlegung der Zahl 10 in
Summanden festgel egt.

Allerdings fuhrt eine andere ,, Interpunktion” auf eine Zerlegung, die sich nur in der Relhen-
folge der Summanden von dieser unterscheidet:

dddddd 69,6
3 + 5 + 1+1

Die Zahl 512 ist also wohl etwas zu hoch angesetzt, wenn man Zerlegungen, die sich nur in
der Reihenfolge ihrer Summanden unterscheiden, nicht doppelt zahlen will. In der Mathema-
tik hat sich dafur der Begriff der Aquivalenzrelation eingebiirgert. Eine Aquivalenzrelation
identifiziert also auf den ersten Blick verschiedene Objekte und steckt sie in eine sogenannte
,Aquivalenzklasse".

Die Zerlegungen
1+2+7 1+7+2 2+1+7 2+7+1 7+1+2 7+2+1

bilden eine Aquivalenzklasse. Wenn man darnach fragt, wie viele Zerlegungen der 10 in
Summanden es dann gibt, wenn zwei Zerlegungen, die sich nur durch die Reihenfolge der
Summanden unterscheiden, identifiziert, fragt man also nach der Anzahl der Aquivalenzklas-
sen. Man kénnte nun auf die Idee kommen, dal3 man dazu ja einfach nur die zu hoch ange-
setzte 512 durch 6 zu teilen braucht. Abgesehen davon, dal3 diese Rechnung gar nicht aufgeht,
und man daran schon die Fehlerhaftigkeit der Uberlegung erkennt, kann man das aber auch so
sehen:
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Die Zerlegungen 1+9 und 9+1 bilden eine Aquivalenzklasse mit
nur 2 statt 6 Elementen. Und ,, hier liegt der Hund begraben®: Im-
mer dann, wenn die Aquivalenzklassen unterschiedlich groR sind,
kann man ein schwieriges und somit interessantes Problem an der
Angel haben. Das oben beschriebene Zahlproblem ist das soge-
nannte ,, Partitionsproblem”. Es ist bis heute ungel6st. Es gibt nur
rekursive Berechnungsmethoden fir die Anzahl der Zerlegungen.

Im Folgenden werden einige Zahlprobleme im Zusammenhang mit Sudoku angesprochen. Zu
einigen wird eine Loésung angegeben. Zu manchen werden nur Bearbeitungsvorschlége ge-
macht und einige der genannten Fragen bleiben unbeantwortet und es werden nattirlich auch
nicht alle Fragen genannt. Nach den Recherchen des Autors sind viele Fragen noch nicht ma-
thematisch bearbeitet worden. Man kann hier also mathematisch forschen!

Erlauterungen, Anregungen und Aufgaben
Zunéchst werden Bezeichnungen festgel egt.

1.  Unter einem Sudoku-Quadrat (kurz SQ im Singular und Plural) soll hier ein ganz aus-
gefilltes 9x9-Quadrat verstanden werden, das den Sudoku-Bedingungen (kurz SB) ge-
nugt: In jeder Zeile und jeder Spalte und jedem 3x3-Unterquadrat kommen alle Ziffern
von 1 bis 9 genau einmal vor (fir Mini-Sudoku gilt Analoges).

2. Ein Sudoku-Quadrat wird zu einem Sudoku-Rétsel, (kurz SR) indem man die Zahlen
in einigen Feldern nicht zeigt (d.h. die Felder frei [83t). Die Aufgabe besteht dann darin,
die fehlenden Zahlen zu erganzen. Fir diese Erganzung darf es nur eine Moglichkeit
geben. (Eine schwierige Frage ist es, welche und wie viele Zahlen man weglassen darf.)

» Aufgabel
Man erfinde Mini-SR mit unterschiedlichen Anzahlen von Vorgaben. Welche Mdglichkei-
ten gibt es Uberhaupt?

Hinter jedem SR steht ein SQ. Man kann sich daher erst einmal fur SQ interessieren. Wir be-
trachten 4 verschiedene Mini-SQ (zwei SQ nennen wir ,,verschieden” falls es Stellen gibt, an
denen unterschiedliche Zahlen stehen).

- W~ N

4
2
1
3

- DN
N - W
I | —
el il E RN
W =
D E—=w
- Wi
N (- w
W =N
i —

3 4
1 1
4 2
2 3

2NN | —

» Aufgabe2
Wie viele unterschiedliche Mini-SQ gibt es?

Inwiefern sind die vier Beispiele aber ,wirklich verschieden*? Dazu kann man einige Félle
untersuchen.

e —
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K ogruenzabbildungen (i.F.: KA)

Bei genauem Hinsehen zeigt sich, da3 SQI und SQIl auf
einfache Art zusammenhangen: SQIl entsteht dadurch, dal3 <
man SQI um 90° nach rechts dreht. Entsprechend kann man
weitere SQ erzeugen, indem man um 180° oder 270° dreht,
oder an den Mittellinien oder Diagonalen spiegelt. Man
nennt diese Operationen ,Kongruenzabbildungen®, da sie
das Quadrat wieder mit sich selbst zur Deckung bringen.
Zahlt man die ,,Nullabbildung“, die das Quadrat einfach lie-
gen |&3t, dazu, so gibt es also 8 Abbildungen. Es kann daher
vorkommen, dal3 8 ,verschiedene SQ“ in diesem Sinne
gleichwertig sind. Man sagt sie sind , &quivalent unter den
Kongruenzabbildungen®“. In diesem Sinne gibt es also we-
niger als 288, wirklich verschiedene” Mini-SQ.

Zeilen- und Spaltentauschen (i.E.: ZT) ¥ N ¥ N

Auch SQIII ist nicht wirklich neu: Es entsteht dadurch, dal3
man die beiden letzten Spalten von SQI miteinander ver- <:
tauscht. Man hétte aber auch die beiden ersten Spalten oder

Zeilen miteinander vertauschen konnen, oder die obere Zei-
len-Zweiergruppe mit der unteren oder die linke Spalten- <:
Zweiergruppe mit der rechten, oder sogar Kombinationen

dieser Operationen. S A ——
Man kann also ,,ziemlich viele" der 288 verschiedenen SQ in U
Aquivalenzklassen von SQ zusammenfassen.

) ——

Permutation (i.F.: P)
Schliefdlich kann man auch noch entdecken, dal3 SQIV da

durch entsteht, dal3 man in SQI einen ,Ringtausch® vor- 1 2 3
nimmt: Die 1 wird durch eine 2 ersetzt, diese durch eine 3 l l l
2 3 4

usw. Man hat viele Méglichkeiten, solche Permutationen
festzulegen. Auch diese Operationen fuhren zu einer Ver-
kleinerung der Anzahl aller méglichen ,, wirklich verschiede-

nen* SQ.

= — P

Alle SQ, die sich auf eine der beschriebenen Weisen durch gewisse Operationen zusam-
menfassen lassen, bilden eine Aquivalenzklasse von SQ (natirlich muR man immer dazusa-
gen, welche Operationen man meint). Die Anzahl der Aquivalenzklassen von SQ hinsicht-
lich einer angegebenen Operatorenmenge kann man dann als die Anzahl der wirklich ver-
schiedenen SQ bezeichnen.

» Aufgabe 3 (fur ale vorgestellten Sudoku-V arianten)

a) Wir legen KA zugrunde. Wie groR sind die Aquivalenzklassen (es kann evtl. verschie-
den grof3e geben!) und wie viele gibt esjeweils?

b) Wie a), aber mit Pund ZT

¢) Nun sollen nur die SQ als wirklich verschieden angesehen werden, die weder durch KA,
noch durch ZT oder P zusammenhangen. Wie viele in diesem Sinne verschiedene gibt
es? Wie groR sind diese A quival enzklassen?
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Bear beitungshinweise (zunéchst fur Mini-Sudoku)

zu Aufgabe 1

Hier kann vor allem zunédchst experimentell (dabei hilft das Programm) gefunden werden, dal3
die kleinste Vorgabe fir ein eindeutig 16sbares SR aus 4 Zahlen besteht. Es gibt aber auch
Vorgaben aus bis zu 12 (!) Zahlen, die nicht eindeutig |6sbar sind. Nach diesem experimen-
tellen , Einfihlen* kann man dann auf verschiedene Weise beweiskréftig argumentieren. Dazu
folgen einige Anregungen.

Dal3 es kein eindeutig |16sbares Mini-SR mit irgendeiner Anzahl von Vorgaben, die nur zwel
verschiedene Zahlen enthalten, geben kann, sieht man so: Gabe es eine solche Vorgabe und
ein eindeutig zugeordnetes SQ, so kénnte man die beiden nicht in der Vorgabe enthaltenen
Zahlen im ausgefillten SQ vertauschen und so eine zweite Losung erhalten. Hieraus erkennt
man unter Anderem, dal3 man wenigstens 3 Zahlen vorgeben mul3.

Nun nehme man an, dal3 es ein Mini-SR mit 3 Vorgaben gébe. Das Unterquadrat mit der
grofdten Anzahl von Eintragen kann man durch ZT-Operationen auf jeden Fall nach oben links
bewegen und auch dafir sorgen, dal’ das Feld ganz oben links sicher besetzt ist. Ferner neh-
men wir an, dafd in diesem Unterquadrat genau 2 Vorgaben liegen. Das Mini-SR lief3e sich
dann in eines der abgebildeten Muster transformieren (durch Drehungen, Spiegelungen und
Zeilentausch- bzw. Spaltentauschoperationen).

B [ " u

Fir diese wenigen Muster kann man dann leicht zeigen, dal3 es bei drel verschiedenen Zahlen
in den roten Feldern jeweils mehrere L 6sungen gabe.

Ebenso kann man die anderen Félle (3 Vorgaben im Unterquadrat oben links und nur eine
Vorgabe pro Unterquadrat) durch Aquival enzklassenbildung abhandeln.

zu Aufgabe 2

Fir das Mini-Sudoku kann man sich einen vollstandigen Uber-
blick Uber ale moglichen SQ verschaffen. Dazu bezeichnet man
die erste Zeile einfach mit a, b, ¢, d und It offen, fur welche
Ziffer von 1 bis 4 der jeweilige Buchstabe steht. Dann zeichnet
man sich einen ,Verzweigungsbaum®, der ale Mdglichkeiten
der weiteren Belegung aufzeigt. Fir 9x9-Quadrate wird dieses

Verfahren alerdings zu aufwendig. Man mul3 dort anders tber-

legen. Beim Mini-Sudoku findet man so schliefdlich 12 Losun-

abcd

gen. Diese sind noch mit 24 zu multiplizieren, daes 24 Mdglich- [ ble d|l |a blc d
keiten fur die Zuordnung der Buchstaben a, b, ¢, d zu den Ziffern |d ¢ cd

von 1 bis4 gibt.

Man kann natirlich auch das Programm ohne Vorgabe laufen

lassen und die Ldsungen zdhlen lassen. Auch so erh@lt man 288,

allerdings ohne dadurch weitere Struktureinsichten zu gewinnen. /\ /\4

zu Aufgabe 3
Nach den Bemerkungen zu Aufgabe 2 kann man sich einen vollstandigen Uberblick tiber die
Mini-SQ verschaffen. Dieser ist auf der folgenden Seite wiedergegeben.
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Die jeweils vier gleichen Eintréage sind stets in einem der vier abgebildeten Muster angeord-
net. Unter jedem Quadrat ist angegeben, welche Muster jeweils vorkommen (evtl. in gedreh-
ter oder gespiegelter Ausrichtung).

Q_< R _»2 D

V
1\ o7/ /
\N| B |/ © e\
o7 o o 20
Quadrat Raute Dreieck Viereck

Zwei der abgebildeten Quadrate unterscheiden sich jewells nur dadurch, daf3 die 3. und 4.
Zeile vertauscht ist. Diese sind in Zweiergruppen zusammengefalit.

a/blec|d||a|bjc | d a/ble|d||a|bjec|d
cid|a|b||c|d]a|b c dja|b||cld]a|b
blald|c||d/c|b|a bic|d| a||d a]b|cC
dlelbla| | bjajd|cC d alb|c| | b|lc|d]|a
20 + 2R | av Q+rR+2v Il Q+r+2v
alble|d||a|bjc|d alblecld||a|b]c|d
cld|b|a||c|d|b|a dicja/b||d|cja|b
bialdle||d|c|a|b bjajd|c||c|d|b|a
djcla/b||b|a|d|ec cidib|a||b|a]Jd|ec
Q+rR+2v. |l a2o+2v o+r+2v. IV 2p+2v
a/ble|d| | a|bjec|d alblc|d| |a|bjc|d
dicib|a||d|c|b|a dleclb|a| | d|c|b|a
blajd|c||(c|d]a|b b(dja|c|(c|al|d|p
cidlal/b||bla]d|ec ciajd|p| |b|d|ale
a V 4D 2D +2V VI 2o-+2v

| dentifikation gedrehter oder gespiegelter SQ

Jedes der 12 SQ aus Buchstaben reprasentiert 4! = 24 verschiedene SQ aus Zahlen. Die Aqui-
valenzklassen unter den Kongruenzabbildungen enthalten fir alle SQ bis auf das links
oben abgebildete jewells 8 Elemente.
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Dadas links oben abgebildete (als einziges!) eine 180° Drehsymmetrie aufweist, zerfallen die
24 von diesem Quadrat reprasentierten SQ in 6 Aquivalenzklassen mit jeweils 4 Elementen.
Die tibrigen 264 SQ zerfallen in 33 Aquivalenzklassen mit jeweils 8 Elementen. Folglich gibt
es 39 verschiedene SQ, falls man digjenigen miteinander identifiziert, die sich durch Drehung
oder Spiegelung ineinander Uberflhren lassen.

| dentifikation permutierter oder zeilenvertauschter SQ
Die Zusammenstellung auf der vorangegangenen Seite zeigt, dal’3 es nur 12 verschiedene
Aquivalenzklassen gibt, falls man durch Permutation ineinander tberfulhrbare SQ zusam-
menfaldt. Diese Anzahl reduziert sich auf hdchstens 6, wenn man zu den Per mutationen auch
noch Zeilentauschoper ationen hinzunimmt. Diese wurden mit | bis VI durchnumeriert (von
diesen fallen aber je 2 zusammen, siehe weiter unten).

Die Anzahl , wirklich verschiedener® SQ

Nun wird die Anzahl der SQ bestimmt, falls man alle digenigen nur einmal zahlt (also in eine
Aquivalenzklasse zusammenfal}t), die man durch irgendeine Kombination von Zeilen-
tauschoperationen, Kongruenzabbildungen und Permutationen ineinander UberfUhren
kann.

Dazu muf3 man sich tberlegen, ob man durch Drehungen oder Spiegelungen von einer der
sechs Aquivalenzklassen | bis VI in eine andere gelangen kann.

Da sich durch die Kongruenzabbildungen der ,, Typ* des SQ nicht &ndert, kann Klasse | nur
mit Klasse V zusammenfallen, denn nur in diesen beiden Klassen gibt esden Typ 4V.

Um mit vier Vierecken alle 16 Felder eines 4x4-Rasters zu Uberdecken,
gibt es aber nur eine einzige Moglichkeit. Diese ist rechts abgebildet (die \
zwei fehlenden Vierecke liegen symmetrisch gespiegelt zu den eingetra- /

\
genen). \
Also fallen die 96 SQ aus Klasse | und V zusammen, wenn man die {)

K ongr uenzabbildungen zur Aquivalenzklassenbildung hinzunimmt.

N

(O

Nun wird gezeigt, dald die Ubrigen 4 Klassen zu einer einzigen Klasse
zusammenfallen. Dazu Uberlegt man sich analog, dal? es nur ein einziges
Muster vom Typ Q + R + 2V gibt. Die Skizze rechts ist beweiskraftig
(for Quadrat und Raute gibt es nur die skizzierte Lage und die Vierecke
ergeben sich dann ebenfalls zwangsléaufig). Damit fallen die Klassen I1,
[l und IV zusammen.

o
g2

Ubrig bleibt Klasse V1. Alle SQ aus dieser Klasse sind vom Typ 2D +
2V. Dieser Typ kommt auch in den Klassen |11 und IV von. Die Skizze
rechts zeigt, dal3 es auch fur diesen Typ nur ein einziges Muster gibt
(falls die beiden Dreiecke nicht um 90° sondern um 180° verdreht liegen,
kann man keine 2 Vierecke mehr unterbringen sondern nur noch weitere ~_

2 Dreiecke). é .b

Daher fallt auch Klasse VI mit Klasse 111 zusammen.

Zusammenfassung:

Es gibt nur 2 wirklich verschiedene 4x4-SQ, falls man Aquivalenzklassen nach KA, P und
ZT bildet. Die erste Klasse beinhaltet 96 SQ, die zweite beinhaltet 192 SQ. (Weiter unten
wird gezeigt, dal3 man die eine Klasse als Gruppentafel zur Restklassegruppe modulo 4 und
die andere a's Gruppentafel zur Kleinschen Vierergruppe auffassen kann).
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Eine schnellere ZahImethode

Eine andere Mdglichkeit, schneller zu den genannten Ergebnissen zu gelangen, besteht darin,
von vornherein groRere Aquivalenzklassen zu bilden. Durch Permutation kann dafiir gesorgt
werden, dal? im Unterquadrat links oben die Zahlen von 1 bis 3 genau an den im Bild gewahl-
ten Platzen stehen und durch Zeilen- bzw. Spaltentauschen kann man erreichen, dal3 die 3 und
die 4 in der ersten Zeile und die 2 und die 4 in der ersten Spalte in ihrer , nattrlichen Reihen-
folge" stehen.

identische Muster unter Spiegelung

1123 4 T
3 1234 1z|3/,4'1z34

304[1]2] [34]2]1] [3/4]1]2
2 2[1]af3] [2]1]4]3] [2]3]4]1
4 4|3)2|1] |[a|3|1|2] [4]1]2]3

/
Fur dieses Vorgabemuster gibt es genau die 3 abgebildeten SQ als Lésungen. Jedes ist Repré-
sentant einer Aquivalenzklasse mit 2:2:24=96 Elementen (die 2en fir die je zwei Moglich-
keiten, Zeilen oder Spalten zu tauschen und die 24 fir die Permutationen).
Spiegelt man das mittlere SQ an der eingezeichneten Diagonalen und fihrt danach die Permu-
tation 1-3, 2-1, 3-2, 4-4 aus, so erhdlt man das SQ rechts.

Bear beitungshinweise fir 6x6- und 9x9-Sudokus

Mit Hilfe des Programms kann experimentell untersucht werden, welche Méglichkeiten es fur
die Anzahl der Vorgaben in SR gibt. Einige der bisher abgebildeten 9x9-SR enthalten 24
Vorgaben (das bisher nur experimentell ermittelte Minimum scheint 17 zu sein). Andererseits
kann man aber auch 77 Vorgaben so eintragen, dal3 keine eindeutige L 6sung moglich ist. Ein
Rétsel mit nur 17 Vorgaben findet man in Kapitel 2.1. Ebenso kann man sich fir die mittlere
Variante experimentell einen Uberblick Giber mdgliche Vorgabemuster verschaffen.

Von den strukturellen Uberlegungen hinsichtlich dieser Frage beim Mini-Sudoku kann ein
Ergebnis leicht Ubertragen werden: Eine Vorgabe fir das 9x9-Sudoku mufd mindestens 8 ver-
schiedene Zahlen enthalten. Diesist allerdings nur eine banale Erkenntnis.

In Hinblick auf die Frage, wie viele SQ es jeweils gibt,
kann wohl nicht mehr allein , per Hand* gearbeitet werden. | 1 2314|516
Es dauert auch zu lange, das Programm ohne irgendwelche
Vorgaben auf Ldsungssuche zu schicken. Man sollte hier 4 3|6
von vornherein die Aquivalenzklassen beziiglich der Per-
mutationen ,,en bloc* z&hlen. Dazu |&3t man das Programm
z.B. mit dem abgebildeten Vorgabemuster laufen. Jedes
6x6-SQ kann namlich durch eine Permutation so verandert
werden, dal3 im Rechteck oben links die Zahlen von 1 bis 6
in der gewahlten Ordnung stehen. Danach kann durch Zei-
lentauschoperationen flr eine wohlsortierte erste Zeile ge-
sorgt werden.

Das Programm zé&hlt dann 6528 verschiedene Losungen. Jede dieser Losungen reprasentiert
eine Aquivalenzklasse mit 6!>3!1=4320 Elementen.
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Daher gibt es 28.200.960 verschiedene SQ. Identifiziert man alle SQ, die durch Permutatio-
nen und Spalten- und Zeilentauschoperationen ineinander Uberfuhrbar sind, findet man 6528/8
= 816 Losungen. In welche und wie viele Klassen diese wiederum zusammenfallen, wenn
man noch die Kongruenzabbildungen hinzunimmt, ist eine interessante Frage, die hier aber
nicht beantwortet wird.

Die benutzten Strategien zur Verkirzung der Rechenzeit durch Aquivalenzklassenbildung
sind beim 9x9-Sudoku von entscheidender Bedeutung. Fur jedes SQ gibt es eine Permutation,
die das Quadrat oben links in der abgebildeten Art belegt. Man kann danach durch Zeilen-
und Spaltentauschoperationen dafir sorgen, dal3 die Zahlen innerhalb der ,Dreierstreifen”
sortiert sind und dafir, dal der Dreierstreifen mit der kleineren dreistelligen Zahlen zuerst
kommt (dasist mit , 2-fach aufsteigend” im Bild unten gemeint).

Hier kann die Rechenzeit um Zehnerpotenzen gekirzt werden. P
SQ die zum folgenden Vorgabemuster passen (dso die Anzehl " GO g, .
der Lésungen zu diesem Vorgabemuster) représentieren Aqui- | {:} <
valenzklassen mit 912566266 = 1.881.169.920 Elementen. *. &

Das entspricht ungeféhr der Anzahl der Sekunden von 60 N
Jahren!

Uber eine Zusammenstellung aller , 2-fach aufsteigenden® Vorgabemusters kann die Zahlar-
beit fUr die Gesamtzahl aller SQ aufgeteilt werden.

2-fach aufsteigend! 2_—
"6 . '6
Al Bl

1/2(314/5/6)7,8|9
415|6
71819

Ul

<

2 5

~ |1 6

<68

L[]9

Man kann auf diesem Weg die Gesamtzahl aller 9x9-SQ bestimmen. Die GroRe der Aquiva-
lenzklassen ist unproblematisch, wenn man Identifikationen durch Spiegelungen und Drehun-
gen nicht betrachtet.

Mit diesen wird es kompliziert (obwohl eine Aquivalenzklassenbildung nur unter Kongruenz-
abbildungen wiederum einfach it, jede Klasse hat 8 Elemente, denn es kann keine SQ geben,
die durch eine der Kongruenzabbildungen des Quadrates in sich selbst tberfihrt werden).
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2.3 Summen-Sudoku

Tafel 1 ist definiert eine Additionsmethode fiir ganze Zahlen zwischen 1 und 6 die sicherstellt,
dal? das Ergebnis wieder in diesem Bereich liegt und jede Gleichung der Form a+ x = b |6s-
bar ist (d.h. in jeder Zeile und jeder Spalte kommt jede Zahl genau einmal vor). Aul3erdem
gibt es ein ,neutrales Element* (die 6) und fur diese Art der Addition gilt das Assoziativge-
setz. Tafel 1 ist eine Gruppentafel der Restklassengruppe modulo 6. Ein Beispiel zeigt,
wie man rechnet: 5+4=9und 9 - 6 = 3 (reduzieren, da das Ergebnis den Zahlbereich von 1
bis 6 verlassen hat).

+112]2(3|4|5|6 |Tad1 Tad2 + [1]3[52]46
1|2|3|4]|5|6]1 1|l2|4|6]|3|5]|1
2131 4|5 6| 1] 2 |nochkeinSQ! | Additionstafel | 2 1 3 | 5| 1] 21| 4| 6
345 61|28 Moy wd [3|4l6|2]5 1|8
4ls|6|1|2|3]|4 Sudoku 4l 5|1 |/3|6|2]4
5/6|1(2]|3|4|5 Summen-SQ| 5| 6|2 |4]1|3|5
6l1/2|3|4|5]|6 6|1(3|5]2|4|6

Information zum mathematischen Hintergrund
Diese Art der ,, Addition“ stammt aus der Teilbarkeitslehre. Beim Teilen durch 6 kénnen nur die
Zahlen von 1 bis 5 als Rest bleiben, oder die Teilung geht auf. Also gibt es hinsichtlich der Division
durch 6 nur sechs,, Sorten von Zahlen (man sagt statt ,, Sorten* auch ,, Aquivalenzklassen® ).

Ublicherweise benutzt man die Zahlen von 0 bis 5 um eine Aquivalenzklasse festzulegen. Hier wer-
den die Zahlen von 1 bis 6 benutzt, da dies bei Sudoku Ublich ist (die 6 steht also fir die 0, denn sie
|ant bel der Division durch 6 den Rest 0).

Addiert man eine Zahl, deren Rest 4 ist - z. B. 22 - mit einer Zahl, deren Rest 5ist - z. B. 11-, so er-
halt man 33 und diese &M%t bei Divisondurch6denRest 4+5 ¥ 3 modulo6 (lies: 4 + 5ist kon-
gruent 3 modulo 6). Entsprechend kann man mit anderen von 6 verschiedenen Teilern verfahren.

» Aufgabel

Man konstruiere fur alle Feldgrofen (4x4, 6x6- und 9x9) Additionstafeln modulo n (n = 4,
6, 9), die gleichzeitig SQ sind.

Um konkrete Beispiele zu finden hilft das Programm. Man 6ffne durch einen Klick auf

M die gekreuzten Schwerter die Kopfzeile und —spalte und gebe dort jeweils Zahlen
zwischen 1 und n ein. Ein Klick auf ,+* tragt in die Felder dann die Summen ein. In der
Menuleiste muf3 unter ,, Additionsgruppe” der erste Eintrag aktiviert sein.

Additionsgruppe  Abbilden

v 29, Reste modulo 9
ZixZ3
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Es gibt Randbelegungen, die dasselbe Innenfeld erzeugen.

> Avge PRI @ HFEOAD EEA A

12l il 3
Al 2]
2
13 131 X

Mit der gewéhlten Randbelegung und der Addition modulo 4 erzeugt man 3 Summen-SQ.
Zwei von ihnen unterscheiden sich im Inneren allerdings nicht.

Man priufe das nach und bestimme die Anzahl der Randbelegungen, die Summen-SQ er-
zeugen. Wie viele (im Inneren) verschiedene SQ werden von diesen erzeugt?

Summen-Sudokus kdnnen auch ,, versteckt” auftreten. Dazu ein Beispidl:

Tafel 3 zeigt ein Summen-SQ, Tafel 5 scheinbar nicht, denn dort klappt die Erzeugung des
Innenfeldes durch die Addition der Randzahlen nicht.

In Tafel 4 wurden die Zahlen durch Buchstaben ersetzt. Fir Tafel 5 wurden die Buchstaben
dann wieder durch Zahlen ersetzt. In Tafel 5, versteckt” sich also Tafel 3. Tafel 5 ist von der-
selben Gestalt wie Tafel 3 (in der Mathematik sagt man ,,isomor ph* zu*) . Man kann — riick-
warts gedacht — Tafel 5 durch eine Vertauschung (Permutation) in Tafel 3 Gberfuhren.

1]2]3]|a4 AlB|c|D 3 2

3 3 C 4 7 - »

2 2 B | SASHAA 1 1

al1l2]3]4 p| VYT T 2 2
Tafel 3 Tafel 4

1»A 2+»B
3»C 4»D

A»3 B+»1
C»4 D»2

1+3 291
3»4 4»2

Man erkennt diese ,,Isomorphie®* auch ohne die vorgenommene Transformation an demselben
» Typmuster Q + R + 2V* (die Zahlen sind in einem Quadrat, einer Raute und 2 Vierecken in
gleicher relativer Lage angeordnet). Dasist in den Tafeln angedeutet.

» Aufgabe3

Wie viele der 288 Mini-SQ (vgl. voriges Kapitel) sind Summen-SQ beztiglich der Restklas-
sengruppe modulo 2? Hierbei sollen auch digjenigen mitgezahlt werden, die erst nach einer
passenden Permutation eine Additionstafel hinsichtlich der normalen Resteaddition darstel-
len.

(Im,,math. Jargon* fragt man hier: Wie viele Mini-SQ sind isomorph zur Gruppentafel der Z,?)

! aus dem Griechischen

3C
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» Aufgabe4 EW 4 10604
3l (417 B 4|07
H [6/3]9 9 6129
d 12[8]5 il |2|7|5

Additionstafeln modulo 9 erfillen natlrlich auch ,,von selbst” die Bedingung, dal3 in jeder
Zeile und in jeder Spalte jede Zahl zwischen 1 und 9 genau einmal vorkommt. Wenn man
Summen-SQ erzeugen will, mufd man die Kopfzeile und -spalte also so geschickt anordnen,
dal3 auch in den Unterquadraten ebenfalls alle Zahlen von 1 bis 9 genau einmal vorkom-
men. Eine M églichkeit ist abgebildet, das Beispiel rechts ,, funktioniert nicht*.

Wie viele , funktionierende Anordnungen der Kopfzeile und -spalte” gibt esinsgesamt?

» Aufgabe5

Wie viele Randbelegungen erzeugen 9x9-Summen-SQ (in der Restklassengruppe modulo 9
gerechnet und ohne Permutationen der Zahlen von 1 bis 9) und wie viele verschiedene SQ
werden erzeugt (einige Randbel egungen erzeugen im Innenfeld dieselbe Belegung)?

Man kann nattrlich noch andere ,, Additionsarten® erfinden. Tafel 6 legt Regeln fir eine wei-
tere Additionsmethode fest. Auch fir diese gilt das Assoziativgesetz.

Wie man sieht, ergibt hier jedes Element mit sich selbst ver-
knipft die 4 und diese spielt offenbar auch bei dieser Verknip-
fung die Rolle des ,,neutralen Elements*. Jedes Element ist aso
sein eigenes Inverses.

Diese Struktur wird bei der folgenden Deutung der Zahlen von
1 bis 4 besonders hilbsch sichtbar. Die folgende Tabelle zeigt,
was mit einem durchsichtigen beschrifteten Rechteck geschieht,
wenn man vier Operationen vornimmt:

EIN]JW|H]P
N R, BR[O]LIN
AlWIN|FP]ID>

Alw |N| R

3
2
1
4
3
6

Tafel

2 Spiegelungen, eine 180°-Drehung und die ,, Nulloperation® (das Liegenlassen).

1= 2= : 3= 4=
o] [0 3
|
180° drehen spiegeln spiegeln
Felix xiod xilo4 ESIX Felix

Jede Operation macht sich selbst riickgangig und ,,4“ bewirkt nichts. Was geschieht aber,
wenn man erst ,,3* und dann ,, 2 auf das Rechteck anwendet? Man bemthe zuerst seine Vor-
stellungskraft und sehe dann in der Additionstafel nach: Man erhélt ,, 1“.

e —
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Man kann die Zahlen von 1 bis 4 also mit 2 verschiedenen Verknipfungen versehen die si-
cherstellen, dal3d man innerhalb dieser Menge von 4 Zahlen widerspruchsfrei rechnen kann.

Die Menge der natirlichen Zahlen von 1 bis 4 versehen mit der Addition modulo 4 be-
zeichnet man als Restklassengruppe modulo 4.

Die Menge der natirlichen Zahlen von 1 bis 4 versehen mit der in Tafel 6 festgelegten Ad-
dition (man nennt eine solche Tafel auch Gruppentafel) bezeichnet man als Kleinsche
Vierergruppe (nach dem Mathematiker Felix Klein, 1849 - 1925).

Fur beide Additionsmethoden gilt das Assoziativgesetz. Aul3erdem gibt es in beiden Féllen
ein sogenanntes neutrales Element (die 4). Die Addition dieses Elements hat , keinen Ef-
fekt”. Das Element entspricht der ,,0 bei den ganzen Zahlen.

Neben den Restklassengruppen kann man noch weitere Gruppen durch eine einfache Festle-
gung der Addition fur n Elemente erzeugen. Das Verfahren wird am Beispiel n=9 erlautert:

Zunéchst stellt man die Zahlen von 0 bis 8 mit Hilfe der 3 dar (fur Sudoku identifiziert man
die O mit der 9):

0=0*3+0=(0,0) 1=03+1=(0, 1) 2=03+2=(0,2)
3=1*3+0=(1,0) 4=1*3+1=(1,1) 5=1*3+2=(1,2)
6=23+0=(2,0) 7=23+1=(2,1) 8=23+2=(2,2)

Dann definiert man die Addition stellenweise: 1,2 +(1,1)=(1+2,1+1) =(2,0)
5 + 4 = 6

Man rechnet dazu komponentenweise modulo 3. Wie man sieht, entsteht so eine Addi-
tionsmethode, die sich von der Addition modulo 9 unterscheidet.

Wenn man die Restklassengruppe modulo 3 mit Z(3) bezeichnet, so handelt es sich hier d-
so um die Gruppe Z(3) x Z(3) (sprich Z(3) kreuz Z(3)), das sogenannte kartesische Produkt
der beiden Restklassengruppe.

Anmerkung: Z(2) x Z(2) ist mit der oben genannten Kleinschen Vierergruppe identisch.

Man kann alle in diesem Abschnitt aufgeworfenen Fragen auch hinsichtlich von Sum-
men-SQ fur diese Gruppen stellen. Im Programm werden auch diese Gruppen angebo-
ten.

» Aufgabe6

Man zeige, dal’ jedes Mini-SQ entweder als Summen-SQ zur Restklassengruppe modulo 4
oder al's Summen-SQ zur Kleinschen Vierergruppe aufgefal3t werden kann.

Man kann auch zeigen, dal3 es 9x9-Sudokus gibt, die sicherlich keine Gruppentafeln sind.
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Bear beitungshinweise

» zuAufgabe 1

Auf experimentellem Weg kénnen mit Hilfe des Programms viele Losungen gefunden wer-
den. Bei genauem Hinsehen kristallisieren sich Muster heraus.

Das Bild zeigt 4 Mdglichkeiten fir Belegungen der Kopfzeile und -spalte um in einem Unter-
quadrat eines 9x9-SQ alle Zahlen von 1 bis 9 zu erzeugen:

N/ o | oS
= |O|0 |
COIN|O1T|W
Ol w| o |~
|l BN R B N SN
O |W| |
IO NN
NIW| DS
o | N |

0O |

nIN|F |00

AW IN|PEP

Auffallig ist, daid stets - entweder in der Kopfzeile oder der Kopfspalte - nur gleiche Dreier-
reste vorkommen bzw. jeder Dreierrest genau einmal vorkommt. Andere Moglichkeiten
findet man nicht. Fir Summen-Mini-SQ findet man Entsprechendes.

» zu Aufgabe 2

Entweder treten in der Kopfzeile oder der Kopf- m
spalte dieselben Zweierreste als Paare tiber bzw. fz\' 2 {2\
neben den Unterquadraten auf. Das sind 2 Méglich-

keiten. Fur das Bild wurde die Kopfzeile gewahlt. In 2 2

der Kopfzelle kann zuerst das Paar 1-3 oder das
Paar 2-4 auftreten. Das sind 2 Méglichkeiten. Jedes
Paar kann in zwel Sortierungen auftreten, das sind
noch einmal 22 Madoglichkeiten. In der Kopfspalte
findet man durch dhnliche Uberlegungen 16 Mdg-
lichkeiten.

Diese Randbelegungen sind alle verschieden, und
welitere gibt es nicht.

Also gibt es 2 = 256 verschiedene Randbe-
legungen, die Summen-SQ er zeugen.

4
3
2

so ergibt sich

Allerdings erzeugen manche dieselbe Belegung fir '
das Innere des 4x4-Quadrates. Die 256 verschiede-

nen Randbelegungen erzeugen nur 64 verschiedene  wahle n
SQ. Das sieht man so: Falls man zu einem Summen-
SQ eine passende Randbelegung sucht, hat man 4
Moglichkeiten, eine Position am Rand beliebig zu
besetzen. Dann ergibt sich der Rest zwangslaufig.
Die abgebildeten 4 Summen-SQ illustrieren diese
Struktur.

Daher gibt es 64 ver schiedene Summen-SQ. . 1 3 2 4
hei vorgegehenem Inneren

e —
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» zu den Aufgaben 3 und 6

Zwel Drittel der 288 SQ, also 192 sind Summen-SQ und isomorph zur Gruppentafel der Rest-
klassengruppe modulo 4 (Hinweis fUr Algebrainteressierte: die restlichen sind isomorph zur
Gruppentafel der Kleinschen Vierergruppe). Man kann das mit Hilfe der im vorigen Kapitel
konstruierten 3 Aquivalenzklassen leicht nachweisen.

» zuAufgabe 4

Das folgende Bild illustriert eine graphische Deutung der Erzeugung eines Unterquadrats im
9x9-Sudoku, das mit den Zahlen von 1 bis 9 belegt ist.

Muster

— 8 3

912
92 5%
3|9
68

Uberlagerung ——

Man kann die Kopfzeile as Muster einer , Perlenkette” deuten. Sie besteht aus 9 Perlen, von
denen drei geférbt sind. Die Addition der Kopfspalte entspricht dann der Produktion von drei
gedrehten Perlenketten. Wenn in dem Unterquadrat jede Zahl von 1 bis 9 genau einmal vor-
kommen soll, mufR beim Ubereinanderlegen der drei gedrehten Ketten an jeder Stelle einmal
Farbe auftreten.

Das folgende Bild zeigt alle mdglichen Muster fir eine solche Perlenkette. Zu den durchge-
strichenen gibt es kein Set aus drei gedrehten Partnern, so dal3 alle Stellen einmal besetzt sind.
Bei den anderen sind die notwendigen Uberlagerungen mit gedrehten K opien eingezeichnet.
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ZUuA, BundC: Das Muster besteht aus 3 verschiedenen Dreierresten,
alle Drehoperatoren haben denselben Dreierrest.

zu D: Das Muster besteht aus 3 gleichen Dreierresten,
zu jedem Dreierrest gibt es einen Drehoperator.

Damit ist die Struktur der Kopfzeile und -spalte festgelegt: Man schreibt in die drel Felder
der Kopfzeile 3 Zahlen mit demselben Dreierrest und in die drei Felder der Kopfspalte 3
Zahlen mit verschiedenem Dreierrest (oder umgekehrt). Dann ergeben sich im 3x3-Unter-
quadrat alle Zahlen von 1 bis 9 genau einmal. Weitere Moglichkeiten gibt es nicht. (Das
Ergebnis kann sinngemal3 auf Mini-Sudokus, 6x6-Sudokus und weitere Feldgrof3en tber-
tragen werden.)

Esgibt 98X x9%6x3 x2 = 5832 ver schiedene K ombinationsmaéglichkeiten hierfir.

» zuAufgabe5
Die Uberlegungen zu Aufgabe 3 kann man auf diesen Fall (und auch auf 6x6-SQ) tbertragen.
Fur die Kopfzeile findet man K= 3!>(3!)3 mogliche Belegungen.

Fir die Kopfspalte findet man S= (3)6 mogliche Belegungen.
Dabei wird ausgenutzt, dal3 in der Kopfzeile stets dieselben Reste modulo 3 in Dreiergruppen

nebeneinander stehen.
Zusatzlich kann man die Kopfspalte und Kopfzeile vertauschen. Daher wird die Gesamtzahl
der Belegungen noch einmal mit 2 multipliziert.

Esgibtaso 2x{3)° = 120932352 Rencbelegungen, die
SQ erzeugen. L 7S50 o.

Diese erzeugen 13.436.928 verschiedene SQ (die grofere Mra,
Zahl durch 9 geteilt). Das entspricht ungefahr der Anzahl der Ve
Sekunden von 150 Tagen. S

34+1
Im néchstgroReren Fall bei einem 16x16-Sudoku erzeugt man 2>(4J_)3”‘+l 24
Summen-SQ auf die beschriebene Art. Das entspricht ungefahr 16
der Anzahl der Sekunden des Erdalters.
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3. Offene Fragen

Mit den Fragen ist es dhnlich wie mit den Winschen, von denen der Volksmund sagt, dai3
jeder Wunsch der in Erflllung geht, augenblicklich ,, Junge* bekommt. Letzteres ist jedoch
nicht unbedingt erfreulich. Hinsichtlich der Fragen sieht die emotionale Bewertung jedoch
anders aus: Das Vergnugen sorgt selbst fir seine Fortsetzung. Es ist eine positive Rickkopp-
lung. Als Anregung folgt eine (sicher unvollstandige) Zusammenstellung offener Fragen zu
den einzelnen Kapiteln.

zu 2.1. L ésungsstrategien

,verninftige Losungsstrategien® berlcksichtigen mindestens zwel Aspekte: Sie missen
kombinatorisch korrekt und ,, per Hand“ leicht durchfihrbar sein. Letzteres bedeutet, u. a., dai3
das Arbeitsgedachtnis (welches nach einer psychologischen Faustregel nur sieben Dinge
gleichzeitig speichern kann) nicht Uberlastet werden darf. Man bewegt sich dabei gewisser-
mal3en auf einer sportlichen mentalen Ebene und ist an eleganten Denkprozessen interessiert.
Eine Losung mit irgendwelchen Hilfsmitteln zu finden, ist kein rechter Anreiz und die M6g-
lichkeit, einen Backtrack-Algorithmus zu programmieren oder per Hand durchzuftihren, der
jedes Sudoku sicher |6st, macht das Rétsel daher auch nicht uninteressant.

Das hier abgebildete Rétsel mit 26 Vorgaben wurde dem Verfasser von einem Sudokuprofi
zugeschickt und ist allein mit den oben beschriebenen Ldsungsstrategien nicht |6sbar.

5 116
3 6
913 2 4
3 1 2
8 4
8 S 2
6 1 513
9 1
712 4

Nach schnellen Anfangserfolgen stagniert der Ldsungsprozess tberraschend schnell: mit den
vorgestellten Strategien findet man nur 9 Zahlen und mul3 dann mit ,,coloring® oder anderen
Methoden des Backtrackings fortfahren.

Hier stellt sich die Aufgabe:
\ P Man entwickle Ldsungsstrategien, die auch dieses Rétsel 16sen.

Daman im abgebildeten Rétsel (nach dem Festfahren des L dsungsprozesses) fur jede einzelne
Zahl mindestens 2 mdgliche Verteilungen finden kann, mifite das eine Strategie sein, die
mindestens die mdglichen Verteilungen zweier verschiedener Zahlen betrachtet.
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P Wie lassen sich gezielt Rétsel konstruieren, fir deren Ldsung die vorgestellten
Strategien (nattrlich ohne Backtracking) nicht ausreichen?

Man findet in Ratselheften selten, aber doch ab und zu solche Vorgaben. Leider sieht man
diesen aber erst im Bearbeitungsverlauf an, dal? sie den vorgestellten Strategien widerstehen
und man gezwungen ist, Bachtracking hinzuzunehmen.

Das beschriebene Strategienset ist also unvollsténdig. Hier stellt sich die Frage:

» Kann man die vorgestellten Strategien in dem Sinne komplettieren, dal3 das grofRRere Set
dann —in geeigneter Reihenfolge angewandt — alle denkbaren Rétsel 16sen kann?

Wenn man Spal3 am Programmieren hat, kdnnte man sich alle beschriebenen und neuen selbst
ausgedachten Strategiewerkzeuge per Mausklick zur Verfligung stellen und erst einmal expe-
rimentell auf ein Set schwieriger Ratsel anwenden.

» Verabredungsgemal3d‘ redet man nur dann von einem Sudoku-Rétsel, wenn klar ist, dal3 es
genau eine L6sung gibt.

\ » Wieweit kann man (alle oder einige) Vorgabemuster fir Sudoku-Rétsel beschreiben?

Fur das 4x4-Sudoku hat der Verfasser eine vollsténdige Beschreibung aller 1
Vorgabemuster. Eine Teilmenge wird beispielsweise durch die Forderung 2
,verteile die Zahlen von 1 bis 4 so, dal3 in jeder Unterstruktur genau eine Zahl
steht* beschrieben (, Unterstrukturen® sind dabel Zeilen, Spalten und Quadra-
te).

» In Zeitungen findet man ,leichte’ und ,schwere’ Rétsel. Man entwickle verschiedene
objektive Kriterienmodelle fir diese Art der Klassifizierung.

zu 2.2. Kombinieren und Zahlen

Einige der im Kapitel formulierten Zahlfragen laufen auf die Beflllung der folgenden Tabelle
hinaus:

Aquivalenz | keine K ZT P | K+ZT | K+P | ZT+P | K+ZT+P
4x4 288 39 12 3 2
6x6 | 28200960 39168 816

Doppel 6x6 | 1393920 1936
9x9

In den Spaltenkdpfen stehen Aquiva enzumformungen. Es bedeutet:
K: Kongruenzabbildung

ZT. Zeilen- und Spaltentauschoperationen

P: Permutationen
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In den Feldern steht jewells die Anzahl der verschiedenen Sudoku-Quadrate wenn man digje-
nigen identifiziert, die unter der gewahlten Relation aquivalent sind. In der ersten Spalte wird
Uberhaupt nicht identifiziert, in Spalte K wird ales identifiziert, was durch Drehung oder
Spiegelung zur Deckung gebracht werden kann usw.

Zu jeder Angabe der Anzahl verschiedener Sudoku-Quadrate muf3 nattrlich offengelegt wer-
den, in welchem Sinne identifiziert wurde.

| > Man vervollstandige die Tabelle!

Zu 2.3. Summen-Sudokus

Dieses Kapitel sollte einen kleinen Einblick in klassische elementare mathematische Struktur-
fragen geben. Dabei wurde der Kontakt zum urspriinglichen Rétsel etwas gelockert. Es konnte
jedoch sein, dal3 Sudoku-Quadrate, die gleichzeitig Gruppentafeln der Restklassengruppen
sind, auch interessante weitere Eigenschaften haben (vielleicht kann man mit ihrer Hilfe Rét-
sel mit besonders wenig Vorgaben erzeugen o. A.).

Leichtere Aufgaben, a's solche Zusammenhange aufzudecken sind sicher die folgenden:

» Man zeige, dal3 es kein Doppel-Sudoku-Quadrat gibt, welches gleichzeitig eine Grup-
pentafel der Restklassengruppe modulo 6 oder der Z2 x Z3 ist.

P Wie viele 6x6-Sudoku-Quadrate sind gleichzeitig Gruppentafeln der Restklassengruppe
modulo 67

Natdrlich kann man diese Fragen auch in Hinblick auf andere Gruppen und andere Rétselfor-
mate stellen.

An dieser Stelle sei fur mathematisch vorgebildete Leser noch erwéhnt, dal? diese Fragen den
Spuren der Eulerschen Methoden (siehe Vorwort) folgen: Die dort erwahnte ,, Offiziersaufga
be* wurde von ihm und spéteren Mathematikern mit zahlentheoretischen und agebraischen
Methoden bearbeitet. Dabel wurde auch ausgenutzt, dal? die Teilungsreste bezlglich Prim-
zahlpotenzen nicht nur eine Gruppe sondern — mit einer geeigneten Multiplikation — sogar
einen Korper bilden. Man erhdlt dann Lésungen der Offiziersaufgabe aus den Losungen eines
Gleichungssystems.

Zum Schluf’ dieses Kapitels:

Sicherlich werden dem Leser noch viele weitere Fragen zu den einzelnen Kapiteln und Fragen
ganz anderer Art begegnet sein.

Das im folgenden Kapitel beschriebene Computerprogramm kann u. a. als nitzliches Werk-
zeug zur Produktion von Anschauungsmaterial eingesetzt werden.

Ganz zum Schlul® soll noch auf den hohen Wert der Anschauung a's Grundlage jeder tiefer-
gehenden Erkenntnis durch den folgenden Aphorismus von Goethe aufmerksam gemacht
werden:

Denken ist interessanter als Wissen, aber nicht als Anschauen.
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4. Programmbeschreibung

4.1 Das Spidfeld

ist die wichtigste Eingabeflache. Durch einen Klick auf das ge-
wuinschte Quadrat wird dieses ,gedffnet und man kann eine
Ziffer von 1 bis 9 eintragen. Sobald das Feld den Fokus verliert 3
(man aso auf irgendein anderes Steuerelement klickt), wird der 4
Eintrag rot eingefarbt um ihn als Vorgabe kenntlich zu machen. 5
Bel einer unerlaubten Eingabe die im Widerspruch zu schon 6
vorhandenen Eingaben steht, werden die im Konflikt stehenden 7
Felder lila markiert. Man kann hier also selbst ausgedachte oder 8
fremde Vorgaben einfach eintippen. und Sudoku-Rétsel bequem

per Hand |Gsen.

4.2 Handwerkzeuge

Ratefelder stufenlos
ein- und ausblenden

Aktionen rickgangig machen (bis 200) bzw.
auf dem LoOsungsweg navigieren (wie beim
Internet-Explorer).

Handwerkzeuge | Algorithren |

In die Rétselfelder werden kleine ,, Ratefelder “
gesetzt. Man kann in diesen Markierungen
vornehmen bzw. vornehmen lassen.

Ratefelder mit nicht mehr moglichen Zahlen
automatisch ausblenden.

Informationen anzeigen

Felder, auf denen eine 6 stehen kann, blau
hervor heben (Farbe unten wéhlbar).

In diesem Feld wahlt man aus, welchen Be-
reich man nach gewissen Mustern durchfor-
sten will und die Farben fir Markierungen.

Im einfachsten Fall sucht man zum Lésen
eines Rétsels in den Streifen bzw. Unterqua-
draten nach Feldern, auf denen nur eine Zahl
stehen kann (,Einsiedlerzahl® = 1 Feld mit
nur einer Zahl) bzw. nach Zahlen, die nur auf
ein Feld gesetzt werden konnen (,nur en
Zuhause' =1 Zahl (palit) auf nur 1 Feld).
(Veralgemeinerungen siehe Kapitel 2.1)

Die gefundenen Ratefelder werden markiert.

v v
40 | Fatetelder din | [«
< [[» > | Zme
auskammen | aus | ]
T IR N RN AR R
A&
—hur 9x9 Sudoku
AR AR AR A LA .
3‘ UsmUREY I
r |
e i‘ i U J =
[ N |
ol e e
Einsiedler, Zweisiedler. .. 1 | 2| 3| 41-
nur ein (zwei...) Zuhause 1 | o | 3 | 4 |
_ill
zum Schwicrigkeitsgrad:

In 11 3chlelfendurchlaufen 19 Zahlen
() mit Einsiedler- und 1-Zuhause-5trategien gefunden.
Meht 1st mit diesen Strateglen nichc naglich,

Sullen cie Felhilenden 45 Zaller o mil Backle acking gesucl Lo werden ?

Ja I Mein |

|

Analyse:

Wie weit kommt man mit der iterati-
ven Anwendung von Einsiedler- und
Ein-Zuhause-Strategien?  Rilckmel-
dung in einem separaten Fenster.

Es ist nicht klar, welche Sequenz der gewahlten Losungsschritte beim Ldsen eines Sudokus die
gunstigsteist. Mit dem Programm kann man an der L6sung dieser Frage arbeiten.
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Die Ratefelder bieten einige Méglichkeiten, die Bleistift und Radiergummi durch wesentlich
beguemere Hilfsmittel ersetzen.

Durch einen Klick auf die linke Maustaste wird die angeklickte Zahl
456 <« versuchsweise gesetzt (auf grinem Hintergrund). Man kann das durch
abermaliges Klicken rickgéngig machen.

Durch einen Klick auf die rechte Maustaste wird ein Eintrag gefarbt
(um ihn per Hand versuchswei se auszuschlief3en). Durch einen aberma-
ligen Klick kann er wieder reaktiviert werden.

Die gelb markierten Felder gehen auf den Einsatz einer strategischen
Suche zurtick (s. 0.).

Ratefelder fur Zahlen, die man sicher ausschlief?en kann werden durch
einen Klick auf ,,auskdmmen” deaktiviert.

ko
o‘w oo

4.3 Algorithmen

Handwarkzauge 'Nmfmﬁ?“'|

Réatsel [6sen:
) _ Das im Spielfeld zu sehende Rétsel wird vom
Ritsel [6sen | 1 :I';Ei:ﬁ::z“ge“ Programm bearbeitet. Ob dieses per Hand

eingetippt, vom Programm erzeugt oder aus
einer Datei geladen wurde, spielt keine Rolle.

Ratsel grzeugen

win Fold wenigsr fEzil ) — Im Ausgabefeld Zahler wird die Anzahl der
Rachsnzell gefundenen Ldsungen fir das Ratsel ange-

Anhalten : zeigt. Der Algorithmus arbeitet mit einem

ZiHer = Backtrack-Verfahren (s. , Testen, Setzen, Zu-
Testan Selzen ricknehmen* auf der folgenden Seite) und
findet alle Losungen. Man kann den Algo-

Zurlickrahmen 12| Lésungen rithmus auf dem Spielfeld ,bel der Arbeit
. beobachten”. Die Felder, Uber deren Belegung

Pemmutation = schon , nachgedacht” wurde, werden gelb

3] [1]z]s]a]e]e]7]]9]

n E eingeférbt. Schlieffdlich wird die Lésung ange-
¥ 6 | 4] zeigt. Uber das Meniifeld Suchalgorithmus

9] Zahlan fauschien i~ kann man auf die Arbeitsweise des Algorith-
Suchalaortnmus = mus EinfluR nehmen. Die Anzahl der Lésun-
|vm links riach reehts und cher nach untan gen wirdim Feld , Zahler* angezeigt

Ratsel erzeugen:

Die aktuelle Vorlage (das sind die Zahlen mit rotem Hintergrund) wird zu einem Rétsel mit
genau einer Losung erganzt (nur dann ist es ein , echtes’ Sudoku-Rétsel). Die Anzahl der
vorgegebenen Zahlen des erzeugten Rétselsist noch nicht minimal. Dieser Algorithmusist bei
der Konstruktion eigener Sudokus sehr nltzlich.
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Ein Feld weniger

Das Rétsel wird daraufhin analysiert, ob es moglich ist, eine Zahl der Vorlage wegzulassen
(also den Schwierigkeitsgrad zu erhéhen). Wenn dies mdglich ist, wird eine Zahl der Vorlage
gestrichen und das neue — immer noch eindeutig |dsbare Rétsal —wird im Spielfeld angezeigt.
Diese Operation kann mehrfach durchgefiihrt werden. Man kann aber auch per Hand eine
Zahl der Vorgabe streichen und mit dem Befehl , Rétsel 10sen” prifen, ob das Rétsel dann
immer noch funktioniert, oder mehrere L ésungen hat.

Testen, Setzen, Zuriicknehmen

Die angezeigten Zahlen erlauben Rickschliisse auf den Schwierigkeitsgrad eines Sudoku-
,Rétsels. Die genaue Bedeutung dieser Anzeigen muf3 man nicht kennen, um das Programm
zu bedienen. Wenn Sie das Programm zunéchst ,, nur als Werkzeug“ fir mathematische Unter-
suchungen verwenden wollen, konnen Sie diese Seite Uberspringen.

Wenn man sich jedoch fiir die Funktion des Suchalgorithmus interessiert und die moglichen
Variationen untersuchen will, ist es gut, die Bedeutung dieser Anzeigen zu kennen.

Die Arbeitswei se des Backtrack-Algorithmus

ist im Grunde dieselbe wie bei einem systematisch probierenden Menschen. In diese Phase
kommt man beim Ldsen eines Sudoku-Rétsels natirlich nicht so gerne, besser ist es, wenn
man durch Strukturtiberlegungen viel ausschlief3en kann. Dem Computer ist es alerdings
»ega”, denn er kennt keine ,, Unlustgefihle*.

Da diese Art des systematischen Probierens fir eine Unzahl kombinatorischer Probleme ein-
gesetzt werden kann, kommt ihr eine grof3e Bedeutung zu. Deshalb wird diese Methode am
Beispiel eines Mini-Sudokus hier erlautert.

Das Rétsel kann in das Programm eingegeben werden. Dann konnen die folgenden Erléute-
rungen am Bildschirm verfolgt werden. Wir beginnen mit dem Feld links oben.

T1 T1,234 234 T 23
s | & |s:4 11214 53 | 2

4 3 4 3 4 3
14 14 14

Bild 1 Bild 2 Bild 3

Bildl: Die Zahl 1 wird as Belegung fur das Startfeld getestet (T1). Da sie keine Konflikte
erzeugt, wird sie auch gesetzt (S1). Dann geht man Uber zum zweiten freien Feld. Zunéachst
wird wieder die Zahl 1 getestet (T1, der Mensch erfalst mit einem Blick, daf3 ,,1* nicht mog-
lich ist, bei ihm lauft dieser Test fast unbewul3, aber es ist ein Test). Darauf folgen (T2),
(T3), (T4) und schliefdlich ($4), denn 4 ist die erste Zahl, die man setzen kann.

Bild 2: Die beiden ersten Felder sind nun mit 1 und 4 belegt. Alle vier Tests (T1,...4) fUr das
Feld oben rechts gehen negativ aus. Keine der Zahlen kann gesetzt werden. Also muf3 vorher
schon ein Fehler gemacht worden sein
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Bild 3: Man geht nun zuriick (,, 1. backtrack®)
und versucht an der vorangegangenen Stelle 3
eine andere Wahl. Hier steht bereits die hochste

Zahl 4, diese wird geldscht. Man kann hier keine
hohere Zahl setzen. Man macht aso noch einen 4 3

N
=
N —
NS
o
—
-
— m—

»2. backtrack” und Idscht die erste Zahl, denn
diese mul schon falsch gewesen sein. Darauf
folgt (T2, T3). Dann wird in das Feld links oben
eine 3 geschrieben (S3), denn dies ist die nach-
ste hdhere Zahl, die dort pali.

Bild 4: Darauf hin wieder T1,...4 fUr das zweite
freie Feld mit der Folge S4. Mit T1, Sl ergibt
sich die 1 rechts oben. Bis hierher hat man aso
16 mal getestet, 5 mal gesetzt und 2 mal zu-
rckgenommen. Bild 4

Von hier an fullt man das Feld ohne weiteres Backtracking aus, indem man immer die klein-
ste Zahl setzt, die moglich ist.

Fir den menschlicher Rater wére ein solches Vorgehen natirlich sehr stumpfsinnig und das
macht — nicht ganz scherzhaft gemeint — gerade den Reiz fir den Mathematiker aus. So etwas
ist ndmlich relativ einfach zu programmieren und funktioniert mit Sicherheit (esist eben eine
bewahrte Methode).

Wenn man in der Menlzeile auf ,, Suchalgorithmus® klickt, werden einige Auswahlmdglich-
keiten angeboten. Hier wird die Wahl ,,Minimalprinzip® erlautert: Diese dhnelt dem intelli-
genten Vorgehen eines denkenden Wesens schon mehr. Die Felder werden némlich nicht ein-
fach von links nach rechts und oben nach unten fortlaufend belegt, sondern in eine kltigere
Reihenfolge gebracht. Felder, fir die man viele Zahlen ausschlief3en kann, werden zuer st
belegt. Genauer: die Felder werden in der aufsteigenden Reihenfolge ihrer durch die Vorgabe
bestimmten Freiheitsgrade belegt. Haben zwel Felder denselben Freiheitsgrad (kommen also
z. B. jeweils nur 2 Zahlen in Betracht), so wird dagjenige, welches weiter oben steht (im Sinne
der links/recht-oben/unten-Sortierung) zuerst genommen. Das wirkt intelligenter — und ist
natirlich aufwendiger zu programmieren (dafr ist der Algorithmus aber auch schneller). Die-
se Wahl steht nur fur das 9x9-Sudoku zur Verfligung.

Die Relthenfolge in der man die Eintrage testet ist wahlbar. Dies kann Uber das Bedienfeld
» Permutation” erreicht werden. Das Programm versucht zwar stets die kleinere Zahl zuerst zu
setzen, aber man kann die Zahlen in der Vorgabe permutieren und so denselben Effekt erzie-
len, als wirde man die Reihenfolge der eingetragenen Zahlen permutieren.

Weiterhin kann man sich tberlegen, dal3 Zeilen- und Spaltentauschoperationen ebenfalls
Einflul® auf die Laufzeit des Suchalgorithmus nehmen (die Rétselvorgabe bleibt zwar im we-
sentlichen von der gleichen Gestalt, aber die Bearbeitung der Felder mit der gleichen Anzahl
von Freiheitsgraden wird in eine andere Reihenfolge gebracht).

Man kann mit diesen Werkzeugen also den Backtrack-Algorithmus optimieren. Das ist fur
die Analyse von Programmierverfahren interessant.
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4.4 Spielvorgabe,per Hand’ bearbeiten

Spielsargabe 'per Hand' bearbeiten

Zurorgabe einer Zahl das gewiinschte Feld anklicken! Gruppentafel

g - Tausche Block Alle ldschen
- Tausche £/5p YWieilde loschen

Zufall

Zufall

Das Programm erzeugt ein Zufallsmuster von V orgaben, rechts neben der Befehlsschaltflache
kann deren Anzahl gewahlt werden. Diese Vorgaben bilden noch kein funktionierendes
Sudoku-Réatsel (kann aber dazu gemacht werden, s. 4.3). Man kann dieses Zufallsmuster
auch per Hand weiter bearbeiten.

Tausche Block, Tausche Z/Sp

13|42 113 1]4]2 31|42
41213 (1 7ap2/24]3[1) 13,42 4]3]|1
214113 >3[4 (2|1/3|— "|1/3]|2|4
311124 4113|214 42|13
A B C D

Die Bildfolge zeigt die Transformation eines Mini-Sudoku-Quadrats in ein gleichwertiges.
Zunéchst werden die beiden griin markierten Spalten A und B vertauscht, danach die beiden
unteren Zeilen 3 und 4.

Im Programm markiert man die Zeilen bzw. Spalten durch das Anklicken der check-Boxen.
Entsprechendes funktioniert auch fur 9x9-Sudokus.

Neben diesen Vertauschungen die nicht Gber die Grenzen der Unterquadrate hinausfihren,
kann man natdrlich auch noch den oberen ,Zweierstreifen” mit dem unteren ,, Zweierstreifen*
vertauschen und entsprechend mit den Spalten verfahren.

Diese ,,Blocktauschoperation* wird vom Programm fur das 9x9-Sudoku angeboten. Fur das
Mini-Sudoku kann man diese durch das zweimalige Vertauschen von zwel Zeilen oder Spal-
ten durchfihren.

Durch Vertauschungen dieser Art kann ein Sudoku-Rétsel in ganz unterschiedlich ausse-
hende weitere Sudoku-Rétsel transformiert werden.
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Gruppentafel
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
112|345 1123|141 1143|121
3|14|5]16|7 31411123 31211143
213|4]|5]|6 213(4)11|2 21314112
41516178 411(2]13]|4 411(2]13]|4
Tafel 1 Tafel 2 Tafel 3

Tafel 1ist eine Additionstafel. In den Zellen steht die Summe der ,, Randzahlen®. Fir Tafel 2
wurde auch addiert. Ergebnisse tber 4 wurden allerdings um 4 vermindert. So erreicht man,
daf3 die Ergebnisse wieder zwischen 1 bis 4 liegen (die grau hinterlegte 1 in Tafel 2 ergibt sich
so: 3+2 =5 und 5-4=1). Man nennt diese spezielle Art der Addition ,, Addition modulo 4*.

Tafel 2 ist aber nicht nur eine Additionstafel modulo 4 sondern gleichzeitig ein Sudoku-
Quadrat, das allein durch die Randzahlen bestimmt wird.

Fur Tafel 3 wurde eine andere spezielle Art der Addition verwendet (Kleinsche Vierergruppe,
s. Kapitel 2.3). Auch diese erzeugt bei der gewdahlten Randbelegung ein Sudoku-Quadrat. Auf
entsprechende Art und Welse lassen sich auch Sudokus in Normal grof3e erzeugen.

Mehr hierzu findet man im Kapitel ,, Sudoku und Mathematik*.

45 Permutation

Der erste Ubergang des links stehenden Sudoku-Quadrats zum mittleren wurde schon be-
schrieben. Er entsteht durch gewisse Tauschoperationen.

113|142 |TAB) |3 1|42 P(1ﬁ321 2 3|14

o 23 [1]™4 [2]a]s ] "4 1]2]3
—> >

24113 113124 312|411

31124 4 2113 114132

Der zweite Ubergang entsteht dadurch, | Pemutation

dal? man Uberall dort, wo im mittleren [2]3][4]

Quadrat eine 1 steht eine 3 hinschreibt. 2/ 1]

Entsprechend wird 2 durch 4 ersetzt, 3 SFERRIEERER 1=
durch 2 und 4 durch 1. Man nennt ene -'_I

solche Abbildung eine Permutation. Man kann Permutationen im Programm definieren, in-
dem man die Tauschzahl unter die Ausgangszahl zieht. Ein Druck auf die Befehlsschaltflache
»Zahlen tauschen* fuhrt die Operation aus.

Durch die Hintereinandersetzung von Tauschoperationen und Permutationen kann man aus
einem Sudoku-Rétsel ganz anders aussehende weitere Sudoku-Rétsel ableiten. Esist einein-
teressante Frage, wie man umgekehrt zwei vorgelegten Sudoku-Rétseln mit gleich vielen
V orgabefeldern ansehen kann, ob sie auf diese Art miteinander ,, verwandt* sind oder nicht.
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4.6 Zur Installation

Die Installation Uber setup.exe dient der Bequemlichkeit. So werden automatisch Ordner
fur das Programm und die Rétselvorgaben angelegt. AulRerdem wird sichergestellt, dal’ die
notigen Programmbibliotheken und Steuerelemente auf dem Rechner vorhanden sind. Dieses
Vorgehen ist daher empfehlenswert. Man kann das Programm Uber die Systemsteuerung
ebenso bequem wieder deinstallieren. Der Speicherbedarf fir das Programm ist minimal (un-
ter IMB).

Fir Minimalisten, die am liebsten alles selbst machen:

Das Programm kann auch ohne Installation durch einen einfachen Doppelklick auf SuMa.exe
gestartet werden.

In ganz seltenen Fallen konnte das System bel diesem Vorgehen das Nichtvorhandensein
zweier Systemdateien mit Steuerelementen monieren. Diese befinden sich auch auf der Instal-
lations-CD und kénnen einfach per Hand in den Ordner C:/WINDOWS/SY STEM kopiert
werden.

4.7 DieMenlleiste

Datei

|Datei Suchalgoritbmus  FeldgrdFe
neues Spiel eingeben Strg+h

Spiel bearbeiten Strg+B
Spiel speichern Strg+5 ]
Spiel &Ffnen Skrg+i
Spiel drucken Skrg+D

Programm beenden Strg+E

Der Befehl ,neues Spiel eingeben l6scht das aktuelle Spiel. Man kann in die Felder belie-
bige Vorgaben eintippen und ausprobieren. ,, Spiel speichern® speichert Spielvorgaben bzw.
den momentanen Bearbeitungszustand eines Sudokus. ,, Spiel 6ffnen” liest ein Sudoku vom
Datentrager ein. Mit ,,Spiel drucken“ kann man sich ein Sudoku mit oder ohne Ratefelder
ausdrucken lassen.

Suchalgorithmus

Suchalgorithrus  Feldgréfe £

W wormarts zeillermeise
© rickwErts zeilenweise
vorwarts spaltereise
riickwarts spaltenweise
Minimalprinzip

Hier werden Randbedingungen fir den Backtrack-Algorithmus festgel egt.
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| Computer

Feldgrolie
Feldgrafe  Additior

v Mormal 9x9
Mini 4x4
6 normal
6 doppelk

Vier verschiedene Feldgrofien bzw. —unterteilungen stehen zur Verfligung.

Additionsgruppe
fdditionsgruppe Abbilden

v 29, Reste modulo 9
L£3xZ3

Diese Auswahl ist nur fir Summen-Sudokus interessant. Auf das normale Spiel hat sie gar
keine Auswirkung.

Abbilden

|F'.|:||:|i||:|Er| Buchstaben  copyright

90° rechks F2

Spiegeln ¥ 180°
S .
s Feld anklick_ 39°lnks  F1

Hier werden Werkzeuge zum Drehen und Spiegeln von Sudoku-Rétseln angeboten. Das kann
bei der Konstruktion eigener Sudokus hilfreich sein und es kann mathematische Strukturana-
lysen erleichtern.

Format
Ratefelder fett: Ratezahlen fett darstellen
Ratefelder normal: Ratezahlen normal darstellen

Die wichtigsten Befehle der Menllei ste kann man auch in der Symbolleiste anklicken.

A2EE FIN oasBa =20z

Durch einen Doppelklick auf eine freie Stelle dieser Leiste 6ffnet sich ein Fenster zur indivi-
duellen Umgestaltung dieser Leiste.
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