Zwei Problemfelder um zyklische Prozesse mit der Fibonaccifolge

Betrachtungen und Anregungen zur Forderung produktiven Denkens

in der Lehre

von H. Rehlich, TU Braunschweig

Ein einfacher Schubfachschlufl beweist, dall die Fibonaccifolge modulo n fiir je-
des n zyklisch ist. Aber wie lang sind die Zyklen? Eine Materialsammlung zur
Mustererkennung fiihrt schnell zu verschiedenen Hypothesen. Zu einigen wer-
den Beweismoglichkeiten aufgezeigt, andere sind als Anregung fiir die Weiter-
arbeit in Fordergruppen oder Seminaren gedacht.

Gleiches gilt auch fiir das zweite Problemfeld, bei dem ein ,,zyklischer Auf-
fiillprozeB (Modell zur Phyllotaxis) betrachtet wird. Bei diesem werden n re-
gelméBig angeordnete Plédtze auf der Kreisperipherie (Orte fiir Blitter oder Ker-
ne) nacheinander, immer um dieselbe Platzzahl k weiterschreitend — also mit ei-
nem konstanten Drehwinkel — belegt. Sind n und k Fibonaccizahlen, so zeigen
sich erstaunliche Muster in der Folge des jeweils minimal vorkommenden Ab-

stands zwischen den bis zu diesem Zeitpunkt besetzten Positionen.

1. Zu den didaktischen Rahmenvorstellungen

Ein iibergeordnetes Ziel jeglicher Lehre ist die Forderung des selbstindigen

Denkens. Strunz (1968, S. 228) beschreibt es so:
,Das produktive Denken stellt die hochste Form aller Arten intellektueller
Betétigung dar. Freilich beschrinkt es sich in der Schule auf das Selbstfinden
von Problemldsungen, die der Wissenschaft bereits bekannt und nur dem Ju-
gendlichen neu sind. Aber dieser Unterschied ist rein sachlicher Natur und in
unserem Zusammenhang psychologisch bedeutungslos. Das schopferische

Denken eines 13jdhrigen Schiilers, der von selbst auf die Summenformel fiir



die Reihe der ganzen Zahlen von 1 bis n kommt (ohne dal er vorher etwas

von arithmetischen Reihen gehdrt hétte), ist dem Denken des Wissenschaft-

lers verwandt, der in mathematisches Neuland vorstoft.*
Natiirlich ist produktives Denken nur auf der Basis eines hinreichenden Netzes
deklarativen und prozeduralen Wissens' effektiv moglich® und der Aufbau eines
solchen Netzes von Wissen und Fertigkeiten ist daher selbstverstiandlich ein zen-
trales Anliegen jeglichen Mathematikunterrichts. Es geht also um die richtige
Balance. Die blofle Kenntnis der ,,Werkzeuge* und ihrer Grundfunktionen befa-
higt in der Regel nicht dazu, diese in subjektiv neuen Situationen durch geeigne-
te Sequenzierung, geschickte Handhabung oder kreative Zweckentfremdung in
den Dienst eines produktiven Problemloseprozesses zu stellen. Man kann viel-
leicht — ohne Widerspruch auszuldsen — wiinschen, daf} diejenigen Lehrbemii-
hungen (an Schulen und Hochschulen) die der Férderung des produktiven Den-
kens dienen, etwas verstiarkt werden. Dabei ist dem Autor durchaus klar, daf
diesem Wunsch die leichtere Planbarkeit und Uberpriifbarkeit des Erfolges von
Veranstaltungen, die den ,,niederen Bildungszielen* dienen, psychologisch ent-
gegensteht (in Bildungseinrichtungen findet letztlich — ,,evolutionér betrachtet*
— so etwas wie eine Minimierung gewichteter StreBsummen aller Interaktions-
partner statt). Ein gangbarer Weg zur kontinuierlichen Férderung produktiven
Denkens konnte es sein, in Seminaren die auch der ,,Wissensanhdufung* dienen,
immer wieder kleine gedankliche Spaziergdnge in (mindestens subjektives)
Neuland anzubieten, am besten ad hoc aus der Sache erwachsend. Dem Autor
scheint es psychologisch fruchtbar, wenn es sich dabei auch fiir den Lehrenden
um Neuland handelt und dies von den Lernenden bemerkt wird. So wird nam-

lich der in jeder hierarchischen Struktur reflexhaft gestellten sozial orientierten

! Zur Theorie der Struktur des Wissens siehe z. b. Wender (1990), Bauersfeld (1993) oder
Spitzer (2002)

* Aber auch das ist manchmal zweischneidig. Man kann immer wieder beobachten, daB zuviel
Wissen auch den Blick fiir eine kreative und elegante Losung eines mathematischen Problems
verstellen kann.



Frage ,,was will er von mir héren* zugunsten der sachlichen Frage ,,was konnte
uns weiterbringen‘ ein kleiner Riegel vorgeschoben. Im Folgenden werden zwei
inhaltlich sehr reichhaltige Problemfelder vorgestellt, in denen auch bei ganz un-
terschiedlichen Herangehensweisen gute Erfolgsaussichten fiir eigene Produkti-
onen subjektiv neuer mathematischer Einsichten bestehen. Da dieses Thema
noch keine besonders breite Darstellung in der mathematischen Literatur gefun-
den hat, bestehen sogar gute Aussichten auch objektiv neue Fragen zu stellen.
Beide Problemfelder wurden vom Autor in der Begabtenférderung und in Semi-
naren zur Lehrerausbildung mehrfach thematisiert. Die Darstellung orientiert
sich an heuristischen Gesichtspunkten. Um die didaktische Grundidee nicht zu
konterkarieren, werden also keine formal ausgefeilten kiinstlich verkiirzten Be-
weise vorgefiihrt. Anstelle dieser (auch im Unterricht notwendigen) Abschlu-

Barbeit werden durch paradigmatische Beispiele Hinweise flir Beweise gegeben.

2. Zu den Zyklenlingen der Fibonaccifolge modulo M

Betrachtet man die Fibonaccifolge 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34 ..., so fillt das ge-
rade-ungerade-Muster ,,uuguuguug...” auf. Die Folge wird zyklisch mit der Zyk-
lenldnge Z(2)=3. Die Tabelle zeigt die Zyklen auch fiir drei und vier.

M| 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

201 1 o 1 1 0 1 1 0 1 z2=3
301 1 2 o0 2 2 1 0 1 1 Z3)=8
4 |1 1 2 3 1 0 1 1 2 3 Z#=6

Natiirlich braucht man die Fibonaccifolge mit ihren grof3en Zahlen nicht, um die
Folge modulo M hinzuschreiben, man startet einfach mit f;=1 und f;=1 und
rechnet mit der Rekursion f;, = f,; + f,, modulo M. Dal} die Folge fiir jedes M
zyklisch wird, zeigt ein ganz einfacher SchubfachschluB: Es gibt nur M* Zwei-
erkombinationen bei M Restklassen, also miissen nach spitestens M* Schritten

wieder zwei Einsen hintereinanderstehen und alles beginnt von vorn.



Fiir M = 11 erhélt man die Folge 1, 1, 2, 3, 5, 8, 2, 10, 1, 0, 1, 1,.. mit der Zyk-
lenldnge 10. Das liegt betrachtlich unter der vom Schubfachschlul3 angezeigten
Grenze 121. Man kann also neugierig werden und die folgende Liste betrachten

und in dieser mit Mulle nach Mustern suchen.

n Z(n) n Z(n) n Z(n) n Z(n) n Z(n)

0 40 60 80 120 120 120 160 240

1 *41 40 81 216 121 110 161 48
42 48 82 120 122 60 162 216
*3 8 *43 88 *83 168 123 40 *163 328
4 6 44 30 84 48 124 30 164 120
45 120 85 180 125 500 165 40
6 24 46 48 86 264 126 48 166 168
*7 16 *47 32 87 56 *127 256 *167 336
8 12 48 24 88 60 128 192 168 48

9 24 49 112 *89 44 129 88 169 364
10 60 50 300 90 120 130 420 170 180
*11 10 51 72 91 112 *131 130 171 72
12 24 52 84 92 48 132 120 172 264
*13 28 *53 108 93 120 133 144 *173 348
14 48 54 T2 94 96 134 408 174 168
15 40 55 20 95 180 135 360 175 400
16 24 56 48 96 48 136 36 176 120
*17 36 57 M2 *97 196 *137 276 177 232
18 24 58 42 98 336 138 48 178 132
*19 18 *59 58 99 120 *139 46 *179 178
20 60 60 120 100 300 140 240 180 120
21 16 *61 60 *101 50 141 32 *181 90
22 30 62 30 102 72 142 210 182 336
*23 48 63 48 *103 208 143 140 183 120
24 24 64 96 104 84 144 24 184 48
25 100 65 140 105 80 145 140 185 380
26 84 66 120 106 108 146 444 186 120
27 72 *67 136 *107 72 147 112 187 180
28 48 68 36 108 72 148 228 188 96
*20 14 69 48 *109 108 *149 148 189 144
30 120 70 240 110 60 150 600 190 180
*31 30 *71 70 111 152 *151 50 *191 190
32 48 72 24 112 48 152 36 192 96
33 40 *73 148 *113 76 153 72 *193 388
34 36 74 228 114 72 154 240 194 588
35 80 75 200 115 240 155 60 195 280
36 24 76 18 116 42 156 168 196 336
*37 176 77 80 117 168 *157 316 *197 396
38 18 78 168 118 174 158 78 198 120
39 56 *79 78 119 144 159 216 *199 22



Vor dem Weiterlesen ist es vielleicht interessant, erst einmal die Tabelle auf sich
wirken zu lassen (man entdeckt dabei im Voraus die im Folgenden beschriebe-

nen Muster und vielleicht auch weitere).

2.1 Der Musterreichtum sichert schnelle Anfangserfolge

Auf den ersten Blick scheinen die Zyklenldngen recht regellos zwischen groflen
und kleinen Zahlen hin- und herzuspringen, aber bald schélen sich — neben dem
schon markierten — doch verschiedene Muster heraus, von denen einige hier
durch Beispiele sichtbar gemacht werden:

a) Z(2)=3  Z(5)=20 _, Z(10)=60 2-5=10, 3-20 =60
ZA)=6  Z@49)=112 — Z(196)=336 | 4-49=196,

336 = kgV(6, 112)

Muster I:  [Z(ab) = Z(a)-(b), falls ggt(a, b) = get(Z(a), Z(b)) = ||

Muster 2:  [Z(ab) = kgV(Z(a), Z(b)), falls ggt(a, b) = 1|

Das in der Tabelle markierte Beispiel driickt fiir gewisse Fille Linearitét
aus. Das zweite Beispiel bringt zunichst einen ,,Musterbruch®, der durch
das verallgemeinerte Muster 2 jedoch ,,repariert werden kann.

b) Z(22)=30 Z(33)=40 — Z(66)=120 kgV(22, 33) = 66

Muster 3. Z(kaV(a, b)) = keV(Z(a), Z(b))

Im Findungsprozel steht diese Verallgemeinerung in der Regel an letzter
Stelle. Die anderen Muster springen schneller ins Auge. Die Allgemeingiil-
tigkeit dieser Zusammenhénge ist leicht zu begriinden.

c) Z(2)=3 - Z(4)=6 ., Z(8)=12 _, Z(16)=24

Z3)=8 —  Z9)=24 — Z(27)=72 — Z(81)=216,

Man kann Muster 4 abheben:  [Z(p*) = p*'Z(p) fiir Primzahlen p.




Durch Muster 4 wird eine ganz entscheidende Vermutung ausgedriickt, die zu-
sammen mit Muster 2, zu einer Berechnungsmoglichkeit der Zyklenldnge der
Fibonaccifolge modulo M fiihrt. Man zerlegt M in seine Primfaktoren und er-

hilt die Vermutung:

Z(p," - p," p, ") = kgV P, Z(p),--.]

Wenn Muster 4 allgemeingiiltig ist, kann man Z(M) also direkt aus den Zyklen-

langen der Fibonaccifolge modulo der Primfaktoren von M berechnen.

2.2 Komplexere Zusammenhéinge um Muster 4

Muster 4 ist also wichtig. Wie kann man sich mit thm vertraut machen und wie
kann man zum Beweis vorgehen? Man schaut sich erst einmal genau ein konkre-
tes Beispiel an, wobei die Folge mod 3 mit der Folge mod 9 verglichen wird:

Wir bezeichnen die n-te Fibonaccizahl mit f(n) und starten mit f(0) = f(1) = 1.

Indesn|o [t {2]a|a|5|6|7 2|9 |wo|er|12|13]|1a]1s]|1a|17 |1z |19 |20 |21 |22 |23 |24] 25

Folge modulo 3|1 |1

Folgemodulo9]1 |1

O zjz2|1jo0(1 |20 2fz|1(oj1j1(20
(518143718088 |7 |o6]4]L]5|6

2(1(0|1|1
s|1|0]1]1

[ S I S

b= | b

Die Fibonaccifolge modulo 3 beginnt bei f(8) von vorn. Nun ist f(8) = 7 mod 9
und 7 = 2-3+1. Eine Zyklenldnge modulo 3 weiter steht eine 4 und das ist offen-
sichtlich 4-3+1 modulo 9. Wiederum einen Achtersprung weiter finden wir die 1

und diese 1st 6-3+1.

Es ist offensichtlich, dal} eine ,,Langschrittformel* fiir die Fibonaccifolge bei der
Analyse gute Dienste leisten wiirde. Zur Findung einer solchen Formel schauen

wir auf den Beginn der Folge:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 14

1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 144 | 233 | 377 | 610

I TJJ




Wir greifen uns zwei benachbarte Fibonaccizahlen, hier die 13 und die 21, her-

aus. Die Folgezahl erhalten wir als Summe dieser beiden Zahlen.

Also: 34=1-13+1-21.  Die Rekursionsformel der

Fibonaccifolge fiihrt dann auf 55=1-13 +2-21 als Skalarprodukt geschrieben :
. 2) (13

und weiter auf 89=2-13+3-21. 89:(3)(2J

Man entnimmt die Rekursionsformel: [, = f,_ - fio + ./, - f¢ und kann diese

leicht durch vollstindige Induktion beweisen.

Einen anderen heuristischen Zugang zu dieser Formel (und weiteren) bieten 2x2
Matrizen (man braucht dazu keine Matrizentheorie, es reicht vollig aus, die Mul-

tiplikationsregel zu kennen):

EsseiA:(l lj: Azz(z 1],A3=(3 ZJ,A‘E(S 3], A":(f" f"‘lj.
b L 21 32 for e

Mit (l 1}””:[ Sk fmlj:(fn f,,lJ_[fk flefn-fﬁﬁ,_lfk_l j
10 fn+k—1 fn+k—2 fn—l fn—z fk—l fk—2

folgt daraus die Formel aus dem Vergleich der Komponenten.
Nun sei n=Z7(p), also f,;, =0 modp, dh. f., =ap
und f, =1 modp, dh. f; =Bp+1

Wir nehmen an, dal} kein weiteres p in o und B steckt (sonst wiirde die Fibonac-
cifolge bei f, auch schon beziiglich des Moduls p° periodisch). Es ist klar, daB
auch f,, =yp + 1 gilt (wegen f,, = f, — f.)).

Z(p®) kann dann nur ein Vielfaches von Z(p) sein. Wir ,,hangeln® uns nun mit
der Rekursion immer um eine Zyklenldnge n weiter und notieren die Fibonacci-

folge modulo p*:

fO f1 fn-2 fn— 1 fn f2n- 1 f2n f3n- 1 f3n f4n- 1 f4n

1 1 yp-|—1 op Bp + 1 2'(Xp 2.Bp +1 3-ap 30Bp + 1 4°ap 40I3p +1




Beispiel: Wegen ok =Sor Sia v 10 Ji
iSt alSO f2n+n = f2n—1 ) fn—l + f2n ) -f;’l

und somit fin=2-0p - ap + (2:Bp + 1):(Bp + 1) = 3-Pp+1 mod p*.

Die Tabellenstruktur ergibt sich also rekursiv und man sieht, da3 die Fibonacci-

folge modulo p” erst bei f,n wieder von vorn beginnt.

Vollig analog kann man sich mit der Rekursion dann in Spriingen der Lange pn
weiterhangeln und sehen, daB8 die Fibonaccifolge modulo p® erst nach p solcher
Spriinge wieder mit der 1 von vorn beginnt. Das Argumentationsmuster setzt

sich dann fiir die folgenden Potenzen einfach weiter fort.

Aber, wie gesagt, die Allgemeingiiltigkeit von Muster 4 hingt daran, da3 fiir
alle Primzahlen Z(p®) > Z(p) gilt und dafiir scheint es (nach meinen Recher-

chen) bis heute keinen Beweis zu geben.

2.3 Anschlufifragen
AbschlieBend steht man vor der Frage, ob man Z(p) fiir die Grundbausteine, die
Primzahlen p direkt bestimmen kann. Hier fillt als erstes auf, da3 es verschiede-

ne ,,Typen* von Primzahlen gibt (vielleicht nur endlich viele?).

p—1 11,19, 31, 41, 59, 61, 71, 79, 109, 131, 149, ...
(p—-1D/2 29, 89,101, 181, 229, 349, 401, 509, 761, ...
Z(p)=+(p-1)/3  fir 139,151, 331, 619, 661, 811, 829, 1069, ...
2(p+1) 3,7,13,17, 23, 37, 43, 53, 67, 73, 83, 97, 103, ...
2(p+1)/3 47,107, 113, 263, 347, 353, 563, 677, 743, ...

Das sieht schon geheimnisvoll aus und reizt zur Mustersuche. Die Primzahlen 2
mit Z(2) = 3 und 5 mit Z(5) = 20 fallen dabei aus dem Rahmen. Computeranaly-
sen fiir groBere Zahlen zeigen immer wieder diese fiinf Muster, aber auch weite-
re Module wie etwa Z(1151) = 230 = (p-1)/5 oder Z(919) = 102 = (p-1)/9. Die
Primzahlen der ersten drei Zeilen lassen bei Division durch 5 entweder den Rest

-1 oder den Rest 1, die anderen nicht. Man kann sich tiberlegen, dal3 die beson-



dere Kiirze der zugehorigen Zyklenldngen damit zusammenhéngt, dal3 es beziig-
lich dieser Primzahlmodule geometrische Folgen gibt, die gleichzeitig die Re-
kursionsformel der Fibonaccifolge erfiillen (5 ist quadratischer Rest fiir diese

Module). Hier ist ein Beispiel fiir p=11 und f; = 1:

1 4 5 9 3 1 4 5 9 3 1 4

=41 | =44 |=45 | =49 |=43

Die fortgesetzte Multiplikation mit 4 erzeugt also eine Fibonaccifolge mit ande-
ren Startwerten (i.F. allgemeine Fibonaccifolge genannt). Bei der Suche nach
solchen Folgen stoBt man zwanglos auf das charakteristische Polynom der Fibo-
naccifolge: Man nimmt 0.B.d.A =1, benennt f;=x und fordert f, = 1+x und
gleichzeitig f; = x'x, also 1+x=x". Modulo 11 existieren die beiden Losungen 4
und 8. Fiir f; = 8 erhélt man die allgemeine Fibonaccifolge 1 8 9 6 4 10 3 2
5718..

Die Fibonaccifolge kann dann aus den beiden geometrischen Folgen linear kom-
biniert werden. Da fiir die Zyklenldngen geometrischer Folgen in endlichen
Gruppen aber natiirlich nur Teiler der Gruppenordnung in Frage kommen, ist die

Zyklenlidnge durch p-1 ,,nach oben gedeckelt*.

Im betrachteten Beispiel sind die Zyklenldngen der beiden geometrischen all-
gemeinen Fibonaccifolgen 5 und 10 und daher ist die Zyklenldnge der Fibonac-

cifolge also 10.

Man erkennt hieran, da3 es eine gute Fragestellung ist, welche Zyklenlingen bei
den geometrischen allgemeinen Fibonaccifolgen bei welchen Primzahlmodulen

p vorkommen. Man iiberlegt sich leicht, dal} es stets nur zwei geben kann.

Hinsichtlich der Primzahlmodule fiir die die Gleichung 1+x=x" nicht losbar ist,
fallt auf, daB3 die Zyklenldngen Teiler der Ordnung der multiplikativen Gruppe
des endlichen Korpers aus p® Elementen (Z(p) adjungiert x) sind.



In diesem Problemfeld konnen mit etwas ,,Fingerspitzengefiihl“ und Phantasie
sicherlich interessante Teilaspekte gefunden werden, in denen auch nicht auf
Zahlentheorie spezialisierte mathematisch interessierte Menschen nicht nur
»subjektiv neue” Erkenntnisse oder Begriindungen alter Erkenntnisse finden
konnen. Man muB3 ja nicht gleich versuchen, fiir alle Primzahlen p die Zyklen-
lange Z(p) als Formel anzugeben. Hier sind noch ein paar interessante Beispiele

zu sehen:

Fiir die Fibonaccifolge modulo 5 gilt Z(5) = 20:

11230331404432022410]|11

Die Zyklenlénge der einzigen (!) geometrischen allg. Fib.-folge modulo 5 ist 4:
13421342

Es gibt nur diese eine, da die Gleichung 1 + x = x> modulo 5 nur eine einzige

Losung (ausprobieren!) hat.

Modulo 7 gibt es keine geometrischen allg. Fib.-folgen, da 1+x=x" im Restklas-
senkorper N7 nicht 1osbar ist. Wir konstruieren einen grofleren Zahlkorper mit
den Elementen a + bx, wobei a, b aus N5 sind und x sei Losung der Gleichung 1
+ x = x° (welche ja nicht in Ny liegt!). Man rechnet leicht nach, daB diese Ele-
mente wieder einen Korper bilden. Wir zeigen nun, daf3 die geometrische Folge
X, = X' modulo 7 die Zyklenldnge 16 hat:
Zyklenldnge 16 heift:  x'®=x"=1. Wegen I+x=x" gilt x'® = (1+x)’. Mit
Hilfe der binomischen Formel rechnet man weiter: (1+x)°=1+x + x’ +x".
Man betrachte das Pascaldreieck modulo 7 auf der folgenden Seite!
Nun ist 1+x+x +x°=1+x+x(1+x)’ + (1+x)*

= l4x+ x+3xX+3xX+x" + [ +H4&x+6x5+4x +x

= 246X+ H+TX +2x = 2+6x+2x" +2x°

= 246x+2(1+x) +2(14x)* = 4+x + 2+4x+2x°

= 6+5x+2+2x = 8+7x=1 m

-10 -



Diese Vorgehensweise sieht auf den ersten Blick nicht leicht verallgemeinerbar

aus. Das dndert sich, wenn wir den Zahlkorper N5 nicht gleich um eine komplet-

, . . + :
te Losung der charakteristischen Gleichung 1+x=x" < x= 1_2\/5 erweitern,
sondern um den ,,Baustein® x =+/5. Fiir den positiven Fall haben wir dann zu
p

6
zeigen, daf 1+2\1/6§ =1 gilt.

6
Dazu formt man um: (1+\/§) = (6+2\/§)8 = (3+\/§)8

‘ 216 28 . 28 28

Der Nenner ist (wegen des kleinen Satzes von Fermat) eine 4. Der Zihler wird

mit Hilfe der binomischen Formel ausmultipliziert, dabei hilft das Pascaldreieck

modulo 7:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 3 3 5 1
1 6 1 6 1 6 1

1 o 0 0 0 0 0 1

B++5) =(+5) ~(3+J§)=(37 + 57)~(3+J§)=(3+53J§)-(3+J§)
Wieder folgern wir aus dem ,,kleinen Fermat®, daf3 37=3 gilt. Fiir 5° kommt nur
1 oder -1 in Frage (das ist wiederum eine Folgerung aus dem ,,kleinen Fermat®).

Wir haben Gliick (?), 125 =- 1 mod 7. Damit ist dann

(3+\/§)8 = (3—\/5)-(3+\/§)=4 und somit — wie erhofft — ﬁ“—lfle.
2

6
Dieser Beweis fiir ﬁHT\/ELﬂ siecht verallgemeinerbar aus, denn fiir beliebige

Primzahlen p gilt der ,kleine Fermat* und das Pascaldreieck hat fiir beliebige
Primzahlen p stets diese besondere Struktur. Man muf} also offensichtlich nur

uber den Term 57’2 etwas nachdenken.

-11 -



3. Modellbildung ,,optimale Phyllotaxis*

Angeregt durch die Information, daf3 die Phyllotaxis der Sonnenblume der Gol-
dene Winkel sei — also 360°/®, ungefahr 222,5°, das entspricht 137,5° in der
Gegenrichtung — (man liest bei verschiedenen Autoren die Hypothese, dal3 da-
mit eine gute Platznutzung einhergehe) kann man auf die Idee kommen, den fol-

genden zyklischen Auffiillprozel3 zu betrachten.

3.1 Die heuristische Phase: Mustersuche im Beispielmaterial

Man ordnet eine gewisse Anzahl N von freien Pldtzen zyklisch an und fiillt diese
dann — stets um dieselbe Schrittzahl k in eine Richtung weitergehend — zyklisch
auf (man 146t dort ein Blatt oder einen Kern wachsen). Das linke Bild zeigt die-
sen AuffillprozeB fiir N = 8 und k = 5 bzw. k= 3. Das jeweils neu hinzugekom-
mene Blatt ist jeweils heller dargestellt. Bei Fibonaccizahlen, lassen sich ma-
thematisch besonders interessante Zusammenhédnge vermuten, da der Quotient

aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen die Goldene-Schnitt-Zahl ist.

bo & ¢
o o - @ 3 ° ° 0%o o o—i_1 o Q@
0,0 o,0 o o — o o — o o

b %@ ﬁ% b be . be
W,@ v b ‘%&% %@ %@ v&%@

o —

TS THY | s T

Bei dem links dargestellten ProzeB ist der Drehwinkel also 135° (bzw. 225° ge-
gen den Uhrzeigersinn) und somit wird der Goldene Winkel schon ganz gut ap-
proximiert. Welche biologischen Vorteile bzw. mathematischen Besonderheiten
damit verbunden sein konnten, ist an diesem kleinen Zahlenbeispiel noch nicht
zu sehen. Insbesondere bleibt es noch begrifflich unscharf, was eine gute Platz-

nutzung bedeuten kénnte, bzw. wie man diese mathematisch modellieren kann.

-12 -



Rechts davon ist der Auffiillprozell bei einem Drehwinkel von 45° dargestellt.
Die Zwischenstadien zeigen unharmonisch wirkende Zustinde, die Blitter sind
aufeinandergeballt, es sieht nicht nach guter Raumnutzung aus. Wir betrachten
nun noch zwei weitere Auffiillprozesse und zwar fiir N = 13 und k = 5 bzw. k =
4. Die dekorativen Blitter werden im Folgenden weggelassen. Im Kreisinneren
wird der minimal vorkommende Abstand zwischen den bis zu diesem Stadium

besetzten Pldtzen notiert.

Schon an diesem kleinen Beispiel fallen mindestens zwei interessante Strukturen
ins Auge. Wir vergleichen die Folgen der minimal vorkommenden Abstinde

A(1) bis zur Besetzung des i-ten Platzes:

N k 1= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 13

13 4 A3 |4 la 1|11 |1 ]1]1]1]1]1

13| 5 A3 s |3]2 21 1 1]1 1 1 1 1
1|1 2 3 5
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Beobachtung 1:

Betrachtet man die Folge der A(i) fiir N = 13 und k = 5 fiir sich allein, so fallt
zunéchst auf, dall alle Folgenglieder Fibonaccizahlen sind und zwar liickenlos
absteigend ab f = 5. Dariiber hinaus ist die Hdaufigkeit des Auftretens der Fibo-

naccizahlen selbst wieder eine Fibonaccizahl.

Beobachtung 2:

Die Platznutzung ist fiir k = 5 1in einer bestimmten Weise besser als fiir k = 4.
Ab i =4 ist der minimal vorkommende Abstand A(i) fiir k = 5 stets gréBer oder

gleich als der minimal vorkommende Abstand A(i) fiir k = 4.

Beobachtung 2 fiihrt auf die Ausgangsfrage zuriick. Denkt man ndmlich an das
Wachstum von Pflanzenteilen (z. B. an Sonnenblumenkerne), so palt die Idee
einer guten Platznutzung ja durchaus zur Annahme, dafl Selektionsprozesse fiir
die Entwicklung der Phyllotaxis einer Pflanzensorte eine Rolle spielen und man
aus diesem Grunde den Goldenen Winkel bei der Sonnenblume findet. Eine ers-
te ,,naive Prazisierung guter Platznutzung® konnte darin bestehen, zu fordern,
daB der jeweils neu hinzukommende Kern in der grofSten noch vorhandenen Lii-
cke wichst. Dal} dieser Modellansatz aber nicht auf den Goldenen Winkel fiihrt,
erkennt man an dem Eingangsbeispiel fiir N = 8 und k = 1: Der neu besetzte
Platz liegt fiir k = 1 automatisch in der grof3ten noch vorhandenen Liicke, aber
eben am Rand, in direkter Nachbarschaft des vordem hinzugekommenen Kerns,
also in bedringender Enge. Aus Beobachtung 2 dagegen konnte ein 1. Modell
fiir ,,gute Platznutzung® in diesem diskreten Wachstumsmodell abgehoben
werden: Eine Phyllotaxis a ist besser als eine Phyllotaxis b, falls es fiir den Auf-
fiillprozeB ein 1 gibt, ab dem der Minimalabstand der Blatter A(i) fiir a stets gro-
Ber oder gleich dem Minimalabstand der Bldtter A(i) flir b ist. Alternativ konnte

man auch fragen wann das erste Mal ein Platz in direkter Nachbarschaft zu ei-
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nem schon besetzten Platz besetzt wird und die Phyllotaxis als besser bezeich-

nen, bei der dies spéter geschieht (2. Modell).

DaB3 Beobachtung 1 ,,kein Zufall sein kann* wird heuristisch durch den Umstand
gestiitzt, daB3 die Summe von Fibonaccizahlen f; bis zu einer bestimmten Stelle n
um eins kleiner als die iiberndchste Fibonaccizahl f,., ist und das palit bestens
zur Beobachtung.

ol lelelelat e
Z f, 1 2 4 7 12 20 33 54 88

Diese Passung stiitzt also die Annahme, auf dem richtigen Wege zu sein. Es ent-

89

143

steht also Bedarf fiir eine groflere Datensammlung. Eine Analyse mit Hilfe eines
kleinen Computerprogramms brachte die folgenden Ergebnisse und zeigt, daf3

die asthetische Struktur sich fortsetzt:

Folge der kleinsten aktuell vorkommenden Abstinde wiahrend des Auffiillprozesses
N=21,k=8 21 8 5§ 33 222 11111 11111111

N=34,k=13 34 13 8 55 333 22222 11111111 11111
11111111

N=55k=21 5521 13 88 555 33333 22222222 1111
111111111 111111111111111111111

3.2 Wie es weitergehen kann - Beweise und Modellierungen

Zunichst wird man beweisen, dall das in den Beispielen gefundene Muster all-
gemeingiiltig ist. Nach dieser Arbeit wird man verschiedene Modellierungen da-
fiir, in welchem Sinne dieser Auffiillproze3 eine besonders gute Raumnutzung

sichert, gegeneinander abwigen und priifen.

Keines der beiden schon angesprochenen Modelle fiihrt zum gewliinschten Ziel.

Als erfolgversprechend hat sich schlieBlich herausgestellt, die Folge der Partial-
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summen der im Auffiillproze minimalen Abstinde zu betrachten. Die Graphik

zeigt das Ergebnis einer solchen Analyse (fiir N = 34).

60
k=13

50 —0—0 | | k=9

O
40 - A—0——0C k=15
30 -
20 -

....
10
O\\\\\\\\\\\\\\\\

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Es reicht natiirlich, zu N teilerfremde k zu betrachten.

Die Glieder der Folge der Partialsummen sind fiir Winkel, die nah am Goldenen
Winkel liegen, besonders grof3 (13/34 ist ja das ,,Gegenstlick* zu 21/34, nur eben
anders herum den Kreis abschreitend). Das heil3t, libersetzt fiir das Pflanzen-
wachstum: Uber den gesamten WachstumsprozeB ist die ,,durchschnittliche ge-
genseitige Bedringung* besonders klein. Fiir die genauere Vorstellung dieses er-
folgversprechenden Modellierungsansatzes fehlt hier der Platz. Man kann weite-
re Informationen dieser Fragestellung auf der Homepage des Autors nachlesen.
Dort findet man auch ein Computerprogramm zur ,,experimentellen Mathema-

tik*, das man fiir eigene Untersuchungen herunterladen kann.

4. AbschlieBende Bemerkungen zur Didaktik

Zur Verbesserung der Unterrichtsqualitét, scheint eine Verdnderung einer in der
Gesellschaft weitverbreiteten inneren Haltung (die in der Regel auf ,,Standarder-
fahrungen® beruht) und den Lehrer eher als ,,belehrende Instanz* sieht, wichtig

zu sein. Diese Haltung ist oft sehr stabil und allein durch das ,,Lehren didakti-
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scher Theorien* wohl kaum zu verdndern (diese Form wiirde — wenn sie allein
stiinde — zudem den Inhalt dieser Theorien konterkarieren). Hier miissen wohl
eher positive Selbsterfahrungen anderer Art gesammelt werden. Diese sollten
sich nicht (nur) auf die Arbeit an isolierten Einzelproblemen (wie bei Wettbe-
werben) beziehen, sondern in die Aneignung des ,,Standardstoffes eingebettet
sein (sonst wiirde unterschwellig transportiert, dal produktives Denken im

Normalunterricht eben doch keinen Platz haben kann).

Die vorgestellten Problemfelder konnen durch ihre hohe Anschaulichkeit und
einen gewissen mathematischen Beziehungsreichtum allein durch das bloB3e Be-
trachten von Beispielen mathematische Assoziationen auf den Plan rufen und
somit eine hohe Motivationskraft haben. Dabei schitzt der Autor den heuristi-
schen Wert des ,,Aufsichwirkenlassens von Bildern* (im weiteren Sinne gehdren
dazu auch Tabellen und iiberhaupt alle Visualisierungen struktureller Zusam-
menhédnge) in der Anfangsphase eines Problemldseprozesses sehr hoch ein.
Konrad Lorenz (1973) beschreibt in seiner Naturgeschichte menschlichen Er-
kennens die beeindruckenden Leistungen eines unterhalb der Ebene bewuliten
Denkens im wahrnehmenden Geist arbeitenden Klassifizierungs- und Abstrakti-
onsapparats’ zur Mustererkennung. Es erscheint dem Autor lohnenswert, zur
Motivation der Lernenden zu versuchen, einen kleinen Teil dieser Leistungsfa-
higkeit fiir die Mustererkennung und Anregung der Intuition bei der Arbeit an
mathematischen Problemen zu nutzen. Dieser heuristisch orientierten Arbeit soll
sich dann in der Regel natiirlich eine ,,ergebnissichernde formalmathematische

Arbeit* anschlieBen.

3 K. Lorenz spricht u. a. von ratiomorphen Prozessen, die z. B. schon sehr friith kleine Kinder befihigen, unab-
héngig von den jeweiligen sehr unterschiedlichen Erscheinungsformen verschiedener Hunderassen und bevor
alle diese Erscheinungsformen schon einmal gesehen wurden, deren Mitglieder korrekt in das abstrakte
Schema Hund einzuordnen. Der Autor hélt es fiir denkbar, daf auch die sogenannte mathematische Intuition
zum Teil auf dhnlichen unbewuft ablaufenden Musterkonstruktionen fuf3t.
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